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Vorwort

Im Rahmen der Numerik linearer Gleichungssysteme befassen wir uns mit der effizien-
ten Losung grofler, linearer Systeme, wodurch ein wichtiges Teilgebiet der Numerischen
Linearen Algebra betrachten wird, das in den letzten Jahren immer gréfiere Bedeutung
gewonnen hat.

Der in den vergangenen zwei Dekaden vollzogene drastische Anstieg der Leistungsfihig-
keit von Personal Computern, Workstations und Grofirechneranlagen hat zu einer weit-
verbreiteten Entwicklung numerischer Verfahren zur Simulation praxisrelevanter Pro-
blemstellungen in der Medizin, der Physik, den Ingenieurwissenschaften und vielen wei-
teren Bereichen gefiihrt. Neben der Methode der Finiten Elemente, die inhérent auf ein li-
neares Gleichungssystem fiihrt, benttigen auch die hidufig verwendeten Finite-Differenzen-
und Finite-Volumen-Verfahren in Kombination mit einem impliziten Zeitschrittverfahren
einen Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme. So ist es nicht verwunderlich,
dafl die Forschungsaktivitdten auf dem Gebiet der Gleichungssystemldser einen deut-
lichen Aufschwung erfahren und zur Entwicklung einer Vielzahl effizienter Verfahren
gefithrt haben.

Das vorliegende Buch basiert auf den Inhalten einer vom Autor am Fachbereich Mathe-
matik der Universitit Hamburg gehaltenen vierstiindigen Vorlesung, die sich im Kontext
der erwéhnten Entwicklungen mit der Herleitung und Analyse klassischer sowie moderner
Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme befafite.

Aufgrund der in diesem Gebiet vorliegenden Vielzahl unterschiedlicher direkter und ite-
rativer Verfahren, ist es innerhalb einer vierstiindigen Vorlesung sicherlich nicht méglich
alle existierenden Algorithmen vorzustellen. Ziel dieses Manuskriptes ist es daher, dem
interessierten Leser einen Uberblick iiber weite Bereiche dieses Gebietes zu vermitteln,
die fiir praktische Anwendungen wichtigen Methoden zu diskutieren, verwandte Algo-
rithmen durch Bemerkungen und Literaturhinweise zu integrieren und die Erarbeitung
weiterer Verfahren zu erleichtern.

Die vorausgesetzten Grundkenntnisse beschréanken sich hierbei gezielt auf iibliche Inhalte
der Analysis und linearen Algebra mathematischer Vorlesungen in den ersten zwei Seme-
stern eines Hochschulfaches, da die beschriebenen Methoden weit iiber die Grenzen eines
Mathematikstudiums von groflem Interesse sind. Zur Unterstiitzung eines Selbststudiums
werden zudem alle bendtigten Grundlagen in einem eigensténdigen Kapitel bereitgestellt.

Nachdem das Auftreten linearer Gleichungssysteme im ersten Kapitel anhand einiger
Modellbeispiele beschrieben wird, stellen wir im zweiten Kapitel die fiir die folgenden
Methoden bendtigten Grundlagen der linearen Algebra zur Verfiigung. Das dritte Kapi-
tel widmet sich den direkten Verfahren, die hiaufig in modernen Gleichungssystemlosern
involviert sind oder teilweise in unvollstdndigen Versionen als Vorkonditionierer verwen-
det werden. Der Schwerpunkt liegt auf der Beschreibung iterativer Verfahren, die im
anschliefenden vierten Kapitel vorgestellt werden. Hierbei wird stets besonderen Wert
auf eine Motivation sowie eine iibersichtliche, einheitliche und mathematisch abgesicherte
Herleitung der iterativen Gleichungssystemloser gelegt. Neben den Splitting-Methoden,
wie zum Beispiel dem Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren, der Richardson-Iteration und



viii Vorwort

den Relaxationsverfahren, beschreiben wir zunéchst die Zweigittermethode und anschlie-
Bend das Mehrgitterverfahren sowie dessen vollstéindige Variante. Die Herleitung des
CG-Verfahrens nehmen wir durch eine Kombination der zuvor beschriebenen Verfah-
ren des steilsten Abstiegs und der konjugierten Richtungen vor. Desweiteren betrachten
wir vom GMRES-Verfahren iiber die BiCG-Methode bis zum QMRCGSTAB-Verfahren
eine grofe Bandbreite moderner Krylov-Unterraum-Methoden, die zur Lésung von Glei-
chungssystemen mit einer unsymmetrischen und indefiniten Matrix geeignet sind. Das ab-
schlieende fiinfte Kapitel ist einer ausfiihrlichen Beschreibung und Untersuchung mogli-
cher Priakonditionierungstechniken gewidmet, da die dargestellten Verfahren bei praxis-
relevanten Problemstellungen in der Regel erst in Kombination mit einem geeigneten
Vorkonditionierer eine stabile und effiziente Gesamtmethode liefern.

Die prasentierten Methoden finden ihre Anwendung in unterschiedlichsten numerischen
Verfahren, die in verschiedensten Programmiersprachen entwickelt wurden. Daher wurde
gezielt eine Darstellung der Algorithmen gewihlt, die eine Umsetzung in ein beliebiges
Computer Programm ermdoglichen, weshalb die Verwendung einer expliziten Program-
miersprache vermieden wurde. Viele der prasentierten Verfahren sind bereits in Softwa-
repaketen wie zum Beispiel LAPACK [3], LINSOL [75], MATLAB [1] und Templates [8]
verfiigbar.

Bedanken mdochte ich mich an dieser Stelle bei Frau Monika Jampert, die weite Tei-
le meines handschriftlichen Manuskriptes in ein I#TEX-Skript verwandelt hat und bei
Dipl. Math. Dirk Nitschke fiir seine Unterstiitzung bei allen BTEX-Fragen. Zudem gilt
mein Dank Dr. Christoph Bésler, Dipl. Math. Michael Breuss, Martin Ludwig, Christian
Nagel, Dipl. Math. Stefanie Schmidt und Dipl. Math. Christof Vomel fiir das intensive
Korrekturlesen und die vielen konstruktiven Hinweise und Bemerkungen, die sich in vie-
len Bereichen positiv ausgewirkt haben. Besonders bedanken méchte ich mich an dieser
Stelle bei Prof. Dr. Thomas Sonar, der durch seine ermutigende Unterstiitzung und jah-
relange fachliche Begleitung wesentlich zur Entstehung dieses Buches beigetragen hat.

Hamburg, im September 1999 ANDREAS MEISTER

Vorwort zur zweiten Auflage

Innerhalb der zweiten Auflage wurden neben der Korrektur entdeckter Fehler auch text-
liche Erweiterungen und ergénzende Bemerkungen eingefiigt, die hoffentlich eine bessere
Lesbarkeit zur Folge haben. Mein Dank gilt hierbei vielen Lesern, die durch zahlreiche
Hinweise und konstruktive Kritik wesentlich zur Verbesserung beigetragen haben.

Eine zentrale Erweiterung stellen die im ergédnzten Anhang aufgefithrten MATLAB-
Implementierung zu géingigen Krylov-Unterraum-Methoden dar, die von Dr. C. Vémel
entwickelt wurden. Fiir diese hilfreiche Unterstiitzung mo6chte ich mich an dieser Stelle
recht herzlich bedanken. Durch diese Ergidnzung ergibt sich fiir den interessierten An-
wender eine Moglichkeit zur unmittelbaren Nutzung der diskutierten Verfahren, die einen
tieferen Einblick in die jeweiligen Eigenschaften der betrachteten Methode im Kontext
individueller Problemstellungen ertffnet.
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Uber Kommentare, Verbesserungsvorschlige und Korrekturhinweise, die mir bespielswei-
se iiber meine Email-Adresse meister@mathematik.uni-kassel.de zugesendet werden konnen,
wiirde ich mich sehr freuen. Desweiteren besteht unter

http://www.mathematik.uni-kassel.de/ meister/buch_online

ein Online-Service zum Buch. Neben aktuellen Informationen und Korrekturhinweisen
konnen dieser Seite auch die angesprochenen MATLAB-Implementierungen entnommen
werden.

Kassel, im November 2004 ANDREAS MEISTER

Vorwort zur dritten Auflage

Neben geringfiigigen Korrekturen von Tippfehlern wurden im Rahmen dieser Auflage
zahlreiche Ubungsaufgaben ergéinzt, die sich jeweils am Ende der Kapitel 2 bis 5 befin-
den. Bei einigen Problemstellungen konnte ich dabei auf Ubungen aus meinem eigenen
Studium zuriickgreifen. Den damaligen Aufgabenstellern gilt daher riickwirkend mein
herzlicher Dank. Die zugehorigen Losungen kénnen dem unter

http://wuw.vieweg.de/tu/8y

bereitgestellten Online-Service entnommen werden. Hier findet der interessierte Leser
zudem Hinweise zu themenbegleitenden Kompaktkursen sowie die im Buch aufgefiihrten
MATLAB-Implementierungen.

Kassel, im Oktober 2007 ANDREAS MEISTER
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1  Beispiele fiir das Auftreten linearer
Gleichungssysteme

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Entstehung linearer Gleichungssyste-
me auf der Basis physikalisch relevanter Problemstellungen. Die ausgewihlten Beispiele
verdeutlichen einerseits das Auftreten schwachbesetzter (Beispiele 1.1 und 1.4) sowie voll-
besetzter (Beispiele 1.2 und 1.3) Matrizen und dienen andererseits als Modellprobleme
(Beispiele 1.1 und 1.4) fiir die Analyse der in den folgenden Abschnitten beschriebenen
Verfahren.

Beispiel 1.1 Die Poisson-Gleichung

Die Poisson-Gleichung stellt eine elliptische partielle Differentialgleichung zweiter Ord-
nung dar, die zu einem Standardproblem bei der Untersuchung partieller Differentialglei-
chungen und deren numerischer Behandlung geworden ist. Sie tritt unter anderem bei der
numerischen Simulation inkompressibler reibungsbehafteter Stromungsfelder, das heif3t
bei der Diskretisierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen auf [17, 22].
Unter Verwendung des Laplace-Operators
0? 0?
A =
0x? + Oy?

1iBt sich die Poisson-Gleichung als Randwertproblem auf dem Gebiet © C R? in der

Form
—Au(z,y) = f(zy) fir (z,y) € Q C R?,

u(z,y) = p(z.y) fir (z,y) € 00
schreiben, wobei 02 den Rand von €) beschreibt.

(1.0.1)

Bei gegebener Funktion f € C(;R) und gegebenen Randwerten ¢ € C (0 R) wird
folglich eine Funktion u € C?(;R) N C (4 R) gesucht, die dem Randwertproblem
(1.0.1) geniigt.

Zur Diskretisierung der Poisson-Gleichung auf dem Einheitsquadrat © = (0,1) x (0,1)
mittels einer zentralen Finite-Differenzen-Methode wird Q = Q U 92 mit einem Gitter
Qy, der Schrittweite h =1/(N 4+ 1) mit N € N versehen.

Wir schreiben
(xi,y5) = (th,jh) firi,j =0,...,N +1

sowie
Ui = u(xi,yj) und fij = f(xi,yj) fir 1,5 =0,... N+ 1.

Desweiteren approximieren wir
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%

Y

)

X
X X 0% X 1
Bild 1.1 Diskretisierung des Einheitsquadrates
azu(m yj) =~ ! ( Witl,j — Wij _ Wij — UiLj)
) 199 ~ -
Ox h\ \h’ _ h
ou
~ o (xi+1/2>yj)
1
= B2 (ui_;,_Lj — 2u;5 + ui_m). (1.0.2)
2
Mit einer analogen Vorgehensweise fiir o2 erhalten wir fiir den Laplace-Operator
)

1
—Au(z;,y;) ~ B2 (duij — Uim1,j — Uit1,j — Ui j—1 — Wi j+1)

und somit die diskrete Form der Gleichung (1.0.1)

2 . ..
dugj —uim1,j = Uigr,j = Uij-1 — Uige1 = h7fiy fir 1<dj <N,
Uoj = P0,j, UN+1,j = PN+1,j fir  j=0,...,N+1,
Ui, 0 = ©i,0, Ui, N+1 = Pi,N+1 fiir i=0,...,N+1

Eine zeilenweise Neunummerierung, die einer lexikographischen Anordnung der inneren
Gitterpunkte entspricht, ergibt

U1 = U1,1, U2 = U2,1, U3 =U3,1,---, UN = UN,1, UN41 = U1,2,-..,UN2 = UN,N-

Die Neunummerierung wird ebenfalls fiir f durchgefiithrt, und wir erhalten somit ein
Gleichungssystem Awu = g fiir die Bestimmung des Losungsvektors w := (u1,...,uy2)? .
Hierbei gilt



B I
a-| T - € RNV xN? (1.0.3)
o g
-I B
mit
4 -1
. . 1
B-| t " e RN yund I = € RV*N,
: =1 1
-1 4
Die rechte Seite weist fiir den Spezialfall ¢ =0 die Gestalt
fi
g=hr*| : |er™ (1.0.4)
INE

auf. Im Fall ¢ # 0 miissen die entsprechenden Randwerte im Vektor der rechten Seite
beriicksichtigt werden. Fiir die erste Komponente erhalten wir in diesem Fall

g1 =h*f1+ 0,1 + ¥1,0-

Bemerkung:
Die Matrix A ist symmetrisch, positiv definit und schwachbesetzt. IThre Struktur ist
zudem abhéngig von der gew#hlten Anordnung der inneren Gitterpunkte.

Beispiel 1.2 Lineare Integralgleichung zweiter Art

Lineare Integralgleichungen erster und zweiter Art treten zur Festlegung von Dichtefunk-
tionen auf, mittels derer die Losung einer partiellen Differentialgleichung (zum Beispiel
der Helmholtz-Gleichung) in Form eines Einfach- oder Doppelschichtpotentials darge-
stellt werden kann [43, 35].

Wir betrachten die Integralgleichung zweiter Art
1
u(z) =v(z) + /k(x,y)u(y)dy fiir x € [0,1]. (1.0.5)
0

Bei gegebenem Integralkern & : [0,1]x[0,1] — R mit k(z,0) = 0 und gegebener Funktion
v : [0,]] = R werden wir im folgenden ein lineares Gleichungssystem zur Berechnung
einer Niherungslosung der gesuchten Funktion w : [0,1] — R herleiten.

Zur Diskretisierung der Integralgleichung verwenden wir eine Nystrom-Methode. Hierzu
unterteilen wir das Intervall [0,1] in N Teilintervalle der Lénge h = 1/N mit N € N.
Sei

]‘if:jhfiirjzo,...,N,

Tj =
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dann erhalten wir unter Verwendung der numerischen Integration

1 N N
[ gty = 1Y K ute) = b S bag)uta)
0 J=1 J=0
aus (1.0.5) die approximative Darstellung
| X
u(z) = v(z) + N jz:; k(z,xj)u(x;) fir z € [0,1]. (1.0.6)

Betrachten wir die Gleichung (1.0.6) an den Stiitzstellen «;, i@ = 0,...,N und defi-

nieren u; = u(z;), v; = v(x;), dann erhalten wir mit v = (vg,...,un)? das lineare
Gleichungssystem Awu = v zur Bestimmung des Vektors u = (uo,...,uy)? . Hierbei
gilt
A= (aij)i i=0,..N € R(N+1)><(N+1)
mit 1
aij = 0ij — \ k(2i,2;) (1.0.7)
unter Verwendung des Kronecker-Symbols
_ )0, i)
0ij = { 1, i=j.

Bemerkung:

Aus der Darstellung der Matrixkoeffizienten (1.0.7) ist unmittelbar ersichtlich, daf} die
Besetzungsstruktur sowie alle weiteren Eigenschaften der Matrix (Symmetrie, Definit-
heit) von dem zugrundeliegenden Integralkern abhéngen. Im Normalfall ist die Matrix
A hierbei vollbesetzt.

Beispiel 1.3 Funktionsdefinition aus Meflwerten

Es sei bekannt, daf sich eine physikalische Gréfle z als Polynom n-ten Grades der Zeit
t schreiben laf3t:

n
2(t) =) a;t' firt € RY.
i=0
Aus Messungen ist die physikalische Grofle zu den Zeitpunkten 0 < ¢t < ... < tn,
N > n, bekannt. Die zugehorigen Meflwerte lauten zg,...,zn . Die Aufgabe besteht

in der Ermittlung der Koeffizienten «y,...,a, , so daB die Summe der Fehlerquadrate
minimal wird (Methode der kleinsten Quadrate). Das bedeutet

N [n 2 N
=32 35| =3t o
j=0 Li=0 j=0
soll iiber alle & = (a, . . . ,atn)T € R minimiert werden. Der Losungsvektor o erfiillt
somit
of ()

e, =0firk=0,...,n.



Aufgrund der Gestalt der Funktion f folgt hieraus

M=z

j:02[z(tj) —z]th = 0 firk=0,...,n
N N

e 3 () th = Zz]tf firk=0,...,n
7=0 7=0
N n ) N

=3 Z<Zait;)t§ = Y zth firk=0,...,n
§=0 \i=0 =0
n N N

=y Zt;H“ o = Y ozth firk=0,...n
=0 \ j=0 7=0

Zu 16sen bleibt somit das lineare Gleichungssystem Aa = b mit

N
A= (aki)k@:o,_wn S R(7L+1)><(n+1) mit Qs = Zt?+i fiir k,’i = 0, N
j=0
und
N
b=(bo,....bn)" €R™ M mit by =Y 2tk fir k=0,... n.
j=0
Bemerkung:

Die resultierende Matrix A ist stets vollbesetzt und symmetrisch. Das vorliegende Glei-
chungssystem wird iiblicherweise als die zum linearen Ausgleichsproblem mingegn+1 f(x)
gehorende Normalengleichung bezeichnet.

Beispiel 1.4 Die Konvektions-Diffusions-Gleichung

Die Konvektions-Diffusions-Gleichung wird héufig als Modellproblem bei der Entwick-
lung neuartiger Verfahren innerhalb der Stréomungsmechanik genutzt, da sie eine struktu-
relle Ahnlichkeit zu den Euler- und Navier-Stokes-Gleichungen aufweist. In Anlehnung an
die Arbeiten [67] und [50] betrachten wir die stationire Konvektions-Diffusions-Gleichung
auf dem Einheitsquadrat € = (0,1) x (0,1) in der Form

B Vu(zy) —ecAu(zyy) = 0 fir (z,y) € Q C R

(1.0.8)
u(ry) = 22+y? fir (zy) €0

mit B = (cosa,sina)”, a=45° und ¢ € R{ .

Wir nutzen die in Beispiel 1.1 vorgestellte dquidistante Diskretisierung des Einheitsqua-
drates. Um im Grenzfall eines verschwindenden Diffusionsparameters € keine Entkopp-
lung des diskreten Systems in der Form eines Schachbrettmusters zu erhalten, wird der
Gradient Vu innerhalb des konvektiven Anteils mittels einer einseitigen Differenz geméif

ou Uit1,j — Ui, ou U j+1 — Ui,
~ »J 2%} ~ Aigtl ,J
3&0 (Ii+17yj) ~ h und ay (xiayj-‘rl) ~ h )
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diskretisiert. Diese Strategie wird innerhalb der Stromungsmechanik als Upwind-Methode
bezeichnet. Die Verwendung der Approximation (1.0.2) fiir den Laplace-Operator ergibt
in Kombination mit einer lexikographischen Anordnung ein Gleichungssystem der Form
Au = g zur Berechnung des Vektors w := (ug,...,uy2)? . Die Besetzungsstruktur der
Matrix stimmt hierbei mit der Struktur der Matrix innerhalb des Beispiels der Poisson-
Gleichung iiberein. Die explizite Darstellung der Matrix lautet

B —¢I
A= | P e RN xN? (1.0.9)
' oo—el
D B
mit
4e + h(cosa +sina) —¢
B —e—hcosa C RVXN
. .
—e—hcosa 4e+ h(cosa + sina)
und
—& — hsina
D= .. 6]RNXN

—e — hsina
wobei I € RV*N wiederum die Einheitsmatrix reprisentiert. Die rechte Seite g hingt
in diesem Fall ausschliefilich von den iiber (1.0.8 )2 gegebenen Randbedingungen ab.

Bemerkung:
Die Matrix A ist stets unsymmetrisch und schwachbesetzt.



2  Grundlagen der linearen Algebra

Die Herleitung und Analyse der im folgenden betrachteten Verfahren zur Lésung linearer
Gleichungssysteme basiert auf den in diesem Kapitel dargestellten Grundlagen. Wir be-
trachten hierbei stets Abbildungen zwischen reellen beziehungsweise komplexen linearen
R&umen, die oftmals auch als Vektorrdume iiber R respektive C bezeichnet werden.
Derartige lineare Ridume, wie zum Beispiel der R™ oder C™ stellen nichtleere Mengen
dar, deren Elemente durch eine Addition verkniipft und mit Skalaren A € R oder C
multipliziert werden kénnen, die den Vektorraumaxiomen geniigen. Diese Axiome garan-
tieren lediglich, dal mit Addition, Subtraktion und Multiplikation wie gewohnt gerechnet
werden kann.

2.1 Vektornormen und Skalarprodukt

Notwendige Begriffe wie Orthogonalitit, Linge, Abstand und Konvergenz basieren auf
Skalarprodukten beziehungsweise Normen. Diese Abbildungen werden wir daher in die-
sem Abschnitt einfithren und einige wesentliche Aussagen présentieren.

Definition 2.1 Sei X ein komplexer bezichungsweise reeller linearer Raum. Eine Ab-
bildung

[ X —R
mit den Eigenschaften
(N1) |x||>0 (Positivitét)
(N2) Jz||=0<x=0 (Definitheit)
(N3) Jla x| =]a| ||z YVzeX,VaeC (bzwR) (Homogenitét)
(N4) |e+y|| <|lzf+ly] VeyeX (Dreiecksungleichung)

nennt man eine Norm auf X . Ein linearer Raum X mit einer Norm heift normierter
Raum. Falls X = C" beziehungsweise X = R™ gilt, so wird die Norm auch als Vektor-
norm bezeichnet.

Die Positivitit einer Norm kann hierbei auch aus den Axiomen (N3) und (N4) herge-
leitet werden und briduchte daher aus formalen Griinden nicht innerhalb der Definition
aufgefithrt werden. Wir verwenden dennoch die obige Formulierung, um diese Eigenschaft
der Norm explizit vorliegen zu haben.

Auf C" beziehungsweise R™ sind Normen zum Beispiel wie folgt gegeben:

n
(@) Nzl =2 |l (Betragssummennorm)
i=1
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(d) x|z = (i x2) (Euklidische Norm)
=1
(c) [zl := ax |4 (Maximumnorm)

Wir kommen nun zur Einfithrung des benétigten Konvergenzbegriffs.

Definition 2.2 Eine Folge {x,}.en von Elementen aus einem normierten Raum X
heifit konvergent mit dem Grenzelement @ € X , wenn zu jedem & > 0 eine natiirliche
Zahl N = N(e) existiert, so dafl

|z, —z|| <e ¥Yn>N

gilt. Eine Folge, die nicht konvergiert, heif3t divergent.

Definition 2.3 Sei X ein normierter Raum. Eine Folge {x,}nen aus X heifit Cauchy-
Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N = N(e) € N derart gibt, daf

lzn — xm| <e Ynom >N
gilt.

Der anschlielende Satz liefert einen generellen Zusammenhang zwischen konvergenten
Folgen und Cauchy-Folgen.

Satz 2.4 Sei X ein normierter Raum. Jede konvergente Folge {@n}nen aus X st
eine Cauchy-Folge.

Beweis:
Sei € > 0 gegeben und x das Grenzelement der Folge {x,}nen

= EIN:N@) eN mit ||z, —a| < ¥n >N
= [[#n — zm| < [l@n — | + [|@ — @pl| < Vnm = N.
Definition 2.5 Sei X ein komplexer oder reeller linearer Raum. Eine Abbildung

(L) XxX—C

mit den Eigenschaften

(H1) (z,x)€eRf VxeX (Positivitit)
(H2) (x,x)=0<x=0 (Definitheit)
H3) (zy) =(yx) VeyeX (Symmetrie)
(H4) (ax+ fy,z) =alx,z)+ B(y,z) Va,y,z € X a,f € C (Linearitit)

heiflt Skalarprodukt oder inneres Produkt auf X . Ein linearer Raum X versehen mit
einem Skalarprodukt heifit Pri-Hilbert-Raum.
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Bemerkung:
Es gilt zudem

(HL) (moy+2) T (ay+Bza) L aye) +Bze)

T () + Bl.2).

Diese Eigenschaft wird als Antilinearitéit bezeichnet.
Satz 2.6 Auf jedem Prdi-Hilbert-Raum X ist durch
|| == V(zx), zeX

eine Norm erkldrt.

Beweis:
Die ersten drei Normeigenschaften ergeben sich durch direktes Nachrechnen. Die Eigen-
schaft (N4) folgt durch Anwendung der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

((@y)| < [l [yl

Ublicherweise wird auf dem C" das euklidische Skalarprodukt gemiB
n
(@,9)2 = Y iy = y'x
i=1

genutzt. Hierbei gilt der Zusammenhang
2]z := /(2.@)e.

Satz 2.7 Sei X ein normierter Raum und {x,}nen eine konvergente Folge in X ,
dann ist das Grenzelement eindeutig bestimmd.

Beweis:
Seien  und y zwei Grenzelemente, d. h. gelte x©, — « fiir n — oo und x, — y
fir n — oo, dann folgt
0< [lz—yl |z —xn+xn — Y
n—oo
| — x| + [[2n —yl| —0

n— oo

;>0 it N

IA

= 0<lz—y[ <0

(N2)

= |lz—y[=0 =" z-y=0=z=4y.

Definition 2.8 Zwei Normen ||.[[; und [|.[[y auf einem linearen Raum X heifien dqui-
valent, wenn jede Folge genau dann beziiglich ||.||, konvergiert, wenn sie beziiglich ||.||s
konvergiert.
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Satz und Definition 2.9 Zwei Normen ||.|la und ||.|» auf einem linearen Raum X
sind genau dann dquivalent, wenn es reelle Zahlen o, > 0 gibt, so dafs

allzls < [lzfo < Bllzlls VeeX (2.1.1)

gilt. Die grifite derartige Zahl o und die kleinste derartige Zahl 3 werden als Aquiva-
lenzkonstanten bezeichnet.

Beweis:
“
9 ¢

Sei {xn},y eine beliebige Folge mit x, Mo, o fiir n— oo, dann folgt mit (2.1.1)

lzn — z|la < Bllzn — x||p — 0 fir n — oo

und somit die geforderte Konvergenz der Folge in der Norm ||.||, . Die zweite Ungleichung
in (2.1.1) liefert auf analoge Weise die Konvergenz einer Folge in der Norm ||.||; aus der
Konvergenz der Folge in der Norm |||, -

“
b2 :

Annahme: Es existiert kein § € RT mit |z, < 3 fiir alle € X mit ||z|, =1. Dann
existiert eine Folge {x,}, oy mit

lenlla > n? und llznlls = 1.

Sei
T
y'IL = n )
dann erhalten wir
1 1
Yalla = leallezn wnd g, o= . (212

Somit folgt vy, LN 0, fir n — oo, wodurch die Folge aufgrund der vorausgesetzten

Aquivalenz der Normen ||.|[, und |.||; auch in der Norm ||.||, konvergiert. Hiermit
ergibt sich direkt der angestrebte Widerspruch zur Eigenschaft (2.1.2).

Folglich existiert ein 8 € RT mit ||z, < B fiir alle £ € X mit ||, = 1. Sei nun
y € X\ {0}, dann erhalten wir durch

Y

llls < Byl (2.1.3)

a

= [lyllo

a

Y
lyllo

lyla = Hynb

die Ubertragung der Eigenschaft auf alle Vektoren aus X \ {0}. Da das Nullelement
stets der Gleichung (2.1.1) geniigt, folgt

lylla < Bllylls  fir alle y € X.

Die zweite Abschitzung ergibt sich analog.

Aufgrund des Satzes 2.9 wird die Definition dquivalenter Normen oftmals auf der Basis
der Ungleichungen (2.1.1) vorgenommen. Als direkte Folgerung dieser Ungleichungen
erhalten wir die folgende Aussage.
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Korollar 2.10 Die Grenzelemente einer Folge stimmen beziiglich zweier dquivalenter
Normen dberein.

Satz 2.11 Auf einem endlichdimensionalen reellen oder komplexen linearen Raum sind
alle Normen dquivalent.

Beweis:
Fiir den Nachweis der obigen Behauptung geniigt es zu zeigen, dafl eine bestimmte Norm
dquivalent zu jeder Norm ist. Sei X := span{ui,...,u,} ein m-dimensionaler linearer

Raum, dann 148t sich jedes x € X in der Form
m
a::z au;, a; € C
i=1
darstellen. Definieren wir auf X die Norm

[[®[lmax == max [ay,
1=1,....m

IRRRE)

dann folgt fiir jede weitere Norm |.|| auf X die Abschitzung

m (N4) m (N3) &
el = D ol < llasu] =" e [l
i=1 i=1 i=1
m
< max oy ZHWH = B1® I max- (2.1.4)
N
Bi=

Die zweite Ungleichung werden wir mittels des folgenden Widerspruchsbeweises nachwei-
sen.

Annahme: Es existiert kein o € RT mit [|@||max < of|z| fiir alle z € X .

Wie wir bereits in Gleichung (2.1.3) gesehen haben, ist diese Eigenschaft dquivalent zur
Aussage:

Es existiert kein & € RY mit |||/ max < « fiir alle z € X mit ||z|| = 1.
Somit existiert eine Folge {@,}, y mit
[l |lmax = n und ||x,| = 1.

Sei
y, = " damngilt |y, |lmex =1 firalle neN. (2.1.5)

| [Imax

Wir schreiben

m
Y, = E QU
i=1
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und erhalten mit (2.1.5) max lain| =1 fiiralle n € N. Mit {10}, cns- - {@mnt,en
i=1,...,m
liegen daher m beschrinkte Folgen komplexer Zahlen vor, so daf§ fir ¢ = 1,...,;m

aufgrund des Satzes von Bolzano-Weierstra$} je eine konvergente Teilfolge
Qi n(j) — @ mit n(j 4+ 1) > n(j)
existiert. Definieren wir

m
Y= E Q;Us,
i=1

dann folgt fiir y,,.;) = > ()i
i=1

1Y) = Yllmax = ,Jmax |Qin(y) — G| T 0. (2.1.6)

Unter Verwendung der Ungleichung (2.1.4) erhalten wir
i .
Yni)y — Y fiir j — oo,
so daf} sich mit (2.1.5)
T ;) 1 L jooe
Il = - N
2 ||$n(j)||max H‘Bn(j) | max n(j)

und folglich y = 0 ergibt. Hierdurch erhalten wir mittels [|y,,(;)/lmax J7%, 0 einen
Widerspruch zu ||y, ||max = 1 fiir alle n € N.

Fiir die aufgefithrten Vektornormen erhalten wir die Aquivalenzkonstanten fiir € R”
geméf

zll2 < llzlli < vl (2.1.7
e < l2ll2 < valllloo, (2.15)
und
1
Szl <zl < izl (2.1.9)

Definition 2.12 Eine Teilmenge V' eines normierten Raumes X heifit vollstindig, wenn
jede Cauchy-Folge aus V' gegen ein Grenzelement aus V konvergiert. Ein vollstéindiger
normierter Raum heifit Banach-Raum.

Bei den betrachteten linearen Gleichungssystemen betrachten wir stets endlichdimensio-
nale normierte Rdume. Fiir diese Rdume ergibt sich die folgende hilfreiche Eigenschaft.

Satz 2.13 Jeder endlichdimensionale normierte Raum ist ein Banach-Raum.

Beweis:
Sei X ein endlichdimensionaler normierter Raum. Laut Satz 2.11 sind auf X alle Nor-
men dquivalent, so dafl der Nachweis fiir eine beliebige Norm erbracht werden kann.
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Sei X :=span{ui,...,u;}, dann liBt sich jedes & € X in der Form

k
mzZaiui mit o; € C

i=1
schreiben. Wir betrachten nun wiederum die Norm

||Z||max := max |oy].
i=1,....k

Sei {@n}nen eine Cauchy-Folge in X , dann schreiben wir

k
T, = E (7R %17} mit i € C

i=1

und erhalten

max |t n — @i | = |0 — T llmax — 0 fiir n,m — oo.
i=1,..

ok
Folglich stellen die k Koeffizientenfolgen jeweils Cauchy-Folgen in C dar, so daf} auf-
grund der Vollstdndigkeit des Raumes der komplexen Zahlen

oy —— o €C firi=1,... .k

k
gilt. Mit & = > a;u; liegt wegen
i=1

[Zn — &||max = ijlllaxk . — O 2700
=100

der gesuchte Vektor vor.

2.2 Lineare Operatoren, Matrizen und Matrixnormen

Die Eigenschaften der Matrix eines linearen Gleichungssystem sind wesentlich fiir die
Auswahl eines geeigneten iterativen Verfahrens und bestimmen in der Regel zudem das
Konvergenzverhalten der gewihlten Methode. Neben der Einfiihrung spezieller Klassen
von Matrizen und der Festlegung unterschiedlicher Matrixnormen werden wir in diesem
Abschnitt den Spektralradius erldutern und dessen Zusammenhang zu den Matrixnormen
diskutieren, der sich als fundamental fiir Konvergenzaussagen von Splitting-Methoden
erweisen wird.

Definition 2.14 Seien XY normierte Réume mit den Normen ||.||x beziehungsweise
[I-lly - Ein Operator A: X — Y heifit

(a) stetig an der Stelle & € X | falls fiir alle Folgen {x,}neny aus X mit @, Il

fir n — oo

8% ..
Ax,, —— Az firn — oo

folgt.
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(b) stetig, falls A an allen Stellen & € X stetig ist.

(c) linear, falls
A(ax + fy) = aAx + Ay Yo,y € X Ya,f €C

gilt.
(d) beschriankt, wenn A linear ist und ein C' > 0 existiert, so daf
|Az]ly < Clla]lx Yo e X

gilt. Jede Zahl C' mit dieser Eigenschaft heifit Schranke von A .

Wir beschéftigen uns im weiteren mit sogenannten induzierten Matrixnormen, die jeweils
auf der Grundlage einer Vektornorm durch den folgenden Satz festgelegt werden.

Satz und Definition 2.15 Fin linearer Operator A : X — Y st genau dann be-
schrdankt, wenn
|A] := sup [JAz|y < o0

w‘ X:1
gilt. || Al ist die kleinste Schranke von A und heifst Norm des Operators.
Beweis:
, : “

Sei A beschrinkt, dann existiert insbesondere ein C' > 0 mit
|[Az|y < C fiir alle € X mit ||x||x =1

und wir erhalten
|Al = sup [|Az|y < C < .

llzllx =1
Insbesondere stellt ||A|| demzufolge die kleinste Schranke von A dar.
» =K
Sei A linear und gelte ||A| < oo
Betrachten wir ein beliebiges € X \ {0}, dann folgt

xTr
\ xxA( )
llx
xr
(.5
llx

@]l x sup [[Azy
l2llx=1

| Az]ly

Y

Y

IA

] x Al

Somit ist A beschrénkt mit Schranke ||A] .
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Die Eigenschaft
[Az| < [l Allf|]

wird als Vertréglichkeitsbedingung bezeichnet.

Stetigkeit und Beschrinktheit stellen im Kontext linearer Operatoren dquivalente Begriffe
dar. Diese Tatsache wird durch den folgenden Satz nachgewiesen.

Satz 2.16 Fir einen linearen Operator A : X — 'Y sind die folgenden drei Eigenschaf-
ten dquivalent:

(a) A st stetig an der Stelle € =0 .
(b) A ist stetig.
(c) A ist beschrinkt.

Beweis:

» (@) = (0)

Sei € X gegeben und {x,},en eine beliebige Folge aus X mit x, —» ¢, n — oo,
dann folgt mit der Stetigkeit an der Stelle & = 0 und der Linearitdt des Operators die
Gleichung

Az, = Az, —x) +Ax LY, Ag fiir n — oo.

I Ny
0, n—oo

»(0) = ()
Annahme: A ist stetig und nicht beschrinkt.

Dann existiert eine Folge {&,}nen aus X mit ||z,||x = 1 und [[Ax,|y > n. Wir
definieren

PR wn
Yo ™ Az lly
und erhalten hiermit
lyallx = @l 1 1
Az, |ly ~ |Aza]ly ~ 7

Folglich konvergiert die Folge vy, in der Norm auf X gegen das Nullelement, und es
folgt aus der Stetigkeit des Operators
Ay MI—Y%A(O) = 0 fiir n — oo,

n
so daf} ein Widerspruch zu

Az,
Ay, [y = :Ai HY =1fir allen € N
nl|lY

vorliegt.

» (€)= (a)©

ll-llx

Sei A beschrinkt und {@,},en eine Folge aus X mit x, —— 0, fiir n — oco. Dann

folgt



16 2 Grundlagen der linearen Algebra

Az, |ly < [|All[|@n]lx — 0 fir n — oo

und hieraus mit
Il-1ly

Ax, — 0= A(0) firn — o0
die Stetigkeit des Operators an der Stelle £ = 0.

Bei der Betrachtung von Kompositionen linearer Abbildungen erweist sich der folgende
Satz zur Abschiitzung der Norm der Komposition als hilfreich.

Satz 2.17 Seien A: X — Y und B :Y — Z beschrinkte lineare Operatoren, dann
ist BA: X — Z beschrdnkt mit

IBA| < [|BI| [|All (2.2.1)

Beweis:
Mit

IBAz||z < | Bl |[Az[ly < |BI| Al [l=]x
folgt der Nachweis direkt aus

|BA| = sup |[BAz|z < sup |[B||Allllz|x = |BI[Al

[l x =1 llel x=1

Die Eigenschaft (2.2.1) wird auch als Submultiplikativitét der zugrundeliegenden Norm
bezeichnet. Wir werden uns im folgenden, solange nicht ausdriicklich erwéhnt, stets auf
Normen beschrianken, die auf der Grundlage der Definition 2.15 festgelegt sind. Im Kon-
text der betrachteten Matrizen sind jedoch auch hiervon abweichende Normen denkbar,
die nicht der Ungleichung (2.2.1) geniigen.

Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen kann durch eine
Matrix
a1 . A1n

A= . . . c Qmxn
Am1 .. Qmn

reprisentiert werden. Die Menge aller Matrizen wollen wir nun vorab in unterschiedliche
Klassen unterteilen.

Definition 2.18 Zu einer gegebenen Matrix

air ... Qin
A= . . . c RXn
Qan1 cee Qpn
heifit
a1 o Qpt
AT _ . . . c Rnxn
Alp ... Qpn

die zu A transponierte Matrix.
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Definition 2.19 Eine Matrix A € R™*™ heif3t
(a) symmetrisch, falls A7 = A gilt,
(b) orthogonal, falls AT A =T gilt.

Definition 2.20 Zu gegebener Matrix

a1 ... QA1p
A= . . . c cnxn
ap1 ... Gnn
heifit
a1 N O P
A* = . . . c cnxn
Alp .. Qpn

die zu A adjungierte Matrix.

Definition 2.21 Eine Matrix A € C"*" heifit

(a) hermitesch, falls A" = A gilt,

(b) unitér, falls A*A =T gilt,

(c) normal, falls A*A = AA™ gilt,
)

(d) #dhnlich zur Matrix B € C"*", falls eine regulire Matrix C € C™*" mit

B =C 'AC existiert,
(e) linke untere Dreiecksmatrix, falls a;; =0 Vj >4 gilt,
(f) rechte obere Dreiecksmatrix, falls a;; =0 Vj < i gilt,

(g) Diagonalmatrix, falls a;; =0 Vj #1i gilt.

Definition 2.22 Sei X = R™ beziehungsweise C" . Eine Matrix A : X — X heif}t
(a) positiv semidefinit, falls (Az,x), > 0 fir allex € X gilt,
(b) positiv definit, falls (Ax,z), > 0 fiir alle z € X\{0} gilt,

(¢) negativ semidefinit, falls —A positiv semidefinit ist,
)

(d) negativ definit, falls —A positiv definit ist.

Definition 2.23 Zwei Gleichungssysteme heiflen dquivalent, wenn ihre Losungsmengen
identisch sind.

Lemma 2.24 Sei P € C"*" requlir und A € C"*" | dann sind die Gleichungssysteme
Ax =y und PAx = Py dquivalent.
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Beweis:
Aufgrund der Regularitidt der Matrix P folgt

Pr=0 <& x=0.
Damit erhalten wir die Behauptung direkt aus

P(Ar—y)=0 & Ax-y=0.

Lemma und Definition 2.25 Das lineare Gleichungssystem Ax =b mit A € C™*"
(R™*™) ist genau dann losbar, wenn rang(A) = rang(A,b) gilt, wobei rang(A) die
Dimension des Bildes von A darstellt, das heifst

rang(A) = dim bild(A)

mit
bild(A) ={y e C" (R™)|Fx € C"(R") mity = Az }.

Beweis:
“
9 :

Sei Az = b, dann gilt b € bild(A) . Hiermit erhalten wir rang(A) = rang(A,b) .
, ¢ “

Sei rang(A) = rang(A,b), dann 148t sich b in der Form b = " | z;a; mit z; € C
schreiben, wobei a; fiir ¢ = 1,...,n die i-te Spalte der Matrix A darstellt. Hieraus
ergibt sich direkt

Az =bmit x = (21,...,2,)".

Lemma 2.26 Seien L,I} € C™*™ linke untere und R,R € C™*™ rechte obere Dreiecks-
matrizen, dann sind B B
LL und RR

ebenfalls linke untere beziehungsweise rechte obere Dreiecksmatrizen.

Beweis: B
Sei L = (lij)z’,j=1,...,n = LL , dann folgt fir j >

Jj—1
zy - Z lzm mj Z lzm mj + Z lzm mj — =0.
m=1 m=1 Y

0 m=j _g

Analog ergibt sich die Behauptung fiir die rechten oberen Dreiecksmatrizen.

Lemma 2.27 Seien Q,E) € R™*™ (C™*™) orthogonale (unitire) Matrizen, dann ist
auch

QQ

orthogonal (unitdr).
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Beweis:

Bei dem Beweis beschrianken wir uns auf orthogonale Matrizen. Der Nachweis der Be-
hauptung fiir unitére Matrizen verlduft analog. Aufgrund der Orthogonalitét der Matri-
zen @ und Q folgt

~\T ~ ~T 7~ ~T ~ ~T ~
(@) @@-G @"@@-Q 1¢-Q @-1.

Wie bereits zuvor erwdhnt, kann eine Matrixnorm mittels einer vorliegenden Vektornorm
definiert werden. Ist A € C"*™ und ||.||o : C* — R eine Norm, dann bezeichnet man

[Alla == sup [ Az (2.2.2)

llzlla=1

als die von der Vektornorm induzierte Matrixnorm. In diesem Sinne gilt fiir A € C"*™:

n

Al =  max > laix| (Spaltensummennorm),
=1, =1

n
Al = max > l|aux| (Zeilensummennorm),
i=1,...,n g

[All2 < (Z Iaik|2> = [|All#-

i,k=1

Hierbei wird ||.||r : C**™ — R als Frobeniusnorm bezeichnet. Wegen |I||r = /n ist
aus (2.2.2) sofort ersichtlich, daf§ die Frobeniusnorm keine induzierte Matrixnorm dar-
stellt. Auch die durch ||A| := max; g=1,...n |ai| gegebene Norm besitzt keine zugehérige
Vektornorm. Einfache Beispiele zeigen, dafl diese Norm nicht submultiplikativ ist. Es sei
an dieser Stelle nochmals betont, dafl wir uns bei den folgenden Betrachtungen, solan-
ge nicht ausdriicklich erwihnt, stets auf induzierte Matrixnormen beschrinken werden,
obwohl einige Aussagen (zum Beispiel der Satz 2.28) allgemeine Giiltigkeit besitzen. Die
einzige Ausnahme bildet die im Abschnitt 5.7 betrachtete Frobenius-Norm bei der Her-
leitung der unvollsténdigen Frobenius-Inversen.

Satz 2.28 Fine Matriz A € C™"*™ st in jeder Norm beschrinkt.

Beweis:
Sei x € X beliebig, dann folgt

|Az|lcc = max |(Ax),|= max Zaijmj
i=1,...,n =1,

n

< max E |aij||$j| < Sz
i=1,...,n 4 1
=

n .
mit S = max > lai;| . Diese Aussage gilt durch die Aquivalenz der Normen (Satz
=1,...,n ]:1

2.11) fiir jede beliebige Norm.
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Folglich erhalten wir mit Satz 2.28 auch die Stetigkeit jeder Matrix A € C"*™ .

Definition 2.29 Eine komplexe Zahl A € C heifit Eigenwert der Matrix A € C"*"™ |
falls ein Vektor = € C™\ {0} mit
Az = \x

existiert. Der Vektor x heifit Eigenvektor zum Eigenwert A .

Die Menge
o(A)={\ ’ A ist Eigenwert von A}

wird als Spektrum von A bezeichnet.

Die Zahl
p(A) =max {[A\| | A€o (A)}

heifit Spektralradius von A .

Die Eigenwerte A € o (A) stellen wegen
(A= Az =0mit z € C"\ {0}
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
p(A) =det (A — \I)

dar. Da jedes Polynom iiber C nach dem Fundamentalsatz der Algebra in Linearfaktoren
zerfillt, das heiBt p(A) = [[i_; (A — X;) gilt, erhalten wir direkt o (A) # 0 fiir alle
AeCrxm,

Der folgende Satz von Schur stellt das wesentliche Hilfsmittel zum Nachweis des Satzes
2.35 dar, wodurch in Kombination mit Satz 2.34 ein direkter Zusammenhang zwischen
einer Norm und dem Spektralradius einer Matrix vorliegt. Diese Aussagen werden sich
spéter bei der Konvergenzanalyse von Splitting-Methoden als entscheidend erweisen.

Satz 2.30 Zu jeder Matriz A € C™™ (R™™ mit o (A) CR) existiert eine unitdre
(orthogonale) Matrizc U € C™*™ (R™*™) derart, dafl

U*AU
eine rechte obere Dreiecksmatrixz darstellt.
Beweis:
Wir beschrénken uns beim Beweis der Behauptung zunéchst auf den komplexen Fall.
Der Beweis wird mittels einer vollstdndigen Induktion gefiihrt.

Fir n =1 erfiillt U = I die Behauptung.

Sei die Behauptung fiir j =1,...,n erfiillt, dann wihle ein A € 0(A) mit zugehdrigem
Eigenvektor v, € C"*1\{0} . Durch Erweiterung von v, = v1/||v1||2 durch va, ... ,vn11
zu einer Orthonormalbasis des C"*! ergibt sich mit

crt)x(n+l) 53/ — (vy... vn+1)
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die Gleichung
V*AV61 = V*Avl = V*)\’Ul = )\61,

wobei e; = (1,0,...,0)T € C**! gilt. Hiermit folgt

A al
0 -

VAV = ] 4 mit A € C**" und @ € C".
0

Zu A existiert laut Induktionsvoraussetzung eine unitdre Matrix W e crxn derart,
[l e
dal W AW eine rechte obere Dreiecksmatrix darstellt. Mit W ist auch
1 0---0
0
unitér und wir erhalten mit U := VW e Cr+tDx(+1) Jaut Lemma 2.27 eine unitiire

Matrix, fiir die einfaches Nachrechnen zeigt, dal U* AU eine rechte obere Dreicksmatrix
darstellt.

Im Fall einer reguliren Matrix A € RMTDX(+1) erhalten wir wegen o (A) C R zu
jedem Eigenvektor v; € C"*!\ {0} zum Eigenwert A € R wegen v; = Z; + iy,
Z1,7; € R*! aus

Az + 2A§1 = AV =\ = \T1 + Z/\ﬂl
die Eigenschaft

Az, = \xy sowie Ay, = \yq,

so da8 mit #; oder ¥, ein Eigenvektor aus R"*1\ {0} vorliegt. Unter Beriicksichtigung
dieser Eigenschaft ergibt sich der Nachweis im Fall einer reellen Matrix analog zum obigen
Vorgehen.

Lemma 2.31 Fir jede hermitesche Matriz A € C"*" gilt 0 (A) CR.

Beweis:
Sei & € C"\ {0} Eigenvektor zum Eigenwert A € o (A). Dann folgt mit
Azl = Mz.x)2 = (A\z,2)2 = (Az,T)2 = (T,AT)2 = (TAT)2 = A(T,x)2 = A |22
N N~
eR* eRT
direkt A = X und somit A € R.

Als direkte Folgerung des letzten Satzes erhalten wir die anschlielende Aussage fiir her-
mitesche und wegen Lemma 2.31 somit auch fiir symmetrische Matrizen.

Korollar 2.32 Sei A € C"*™ (R™ ™) hermitesch (symmetrisch), dann existiert eine
unitdre (orthogonale) Matriz U € C**™ (R™ "), derart, dafi

U*AU = diag{\1,... Ay} € R

gilt. Hierbei stellt fir i =1,...,n jeweils \; € R den Figenwert der Matrix A mit der
i -ten Spalte von U als zugehirigen Eigenvektor dar.
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Satz 2.33 Sei A € C"*" | dann gilt
|Alls = \/p(A" A). (2.2.3)

Beweis:

Da A*A hermitesch ist, existiert laut Korollar 2.32 eine unitire Matrix U € C"*™,
so daB U*A*AU = diag{)1,...,\} € R™*" gilt. Jedes x € C™ 148t sich daher unter
Verwendung der Spalten w1, ...,u, der unitdren Matrix U in der Form x = Z?Zl ;U
mit a; € C darstellen und es gilt

n
A*Ax = Z)\iaiui.
i=1
Hiermit erhalten wir

| A3

(Az,Ax)y = (x,A" Ax),

n

n n
= (E i, E /\iaiuz’> :E (i, Aiaiug)y
i=1 i=1 2

i=1

= Z/\Z‘OQP (2.2.4)
i=1

IN

n
p(A"A) Y Jail* = p (A" A) ||l3.
i=1

Hiermit erhalten wir )
| Az||3

<p(A"A).
[EdlH

Die Gleichheit ergibt sich durch Betrachtung des Eigenvektors w; zum betragsgrofiten
Eigenwert A; . Mit (2.2.4) folgt

0<||Aullz =N i=1,...,n
und somit erhalten wir

[Aw; 13 _ Ajllull3 _

lwil3  [lwl3

Aufgrund der Eigenschaft (2.2.3) wird ||A|2 auch als Spektralnorm der Matrix A be-
zeichnet.Die folgenden zwei Sétze sind von entscheidender Bedeutung fiir die Konvergenz-
aussagen iterativer Verfahren, die auf einer Aufteilung der Matrix des Gleichungssystems
beruhen.

Satz 2.34 Fliir jede Matriz A € C™*" gilt
(a) p(A) < ||A| fiir jede induzierte Matriznorm,

(b) |All2 =p(A), falls A hermitesch ist.
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Beweis:
Sei A € C der betragsgroite Eigenwert von A zum Eigenvektor uw € C™\ {0} fiir den
0.B.d.A. |jul]|] =1 gilt. Dann folgt

| Al = Sup, [Az| > [|Aul| = [A[[Jull = [A],

womit sich direkt p(A) < ||A|| ergibt.

Mit Korrollar 2.32 erhalten wir fiir hermitesche Matrizen die Eigenschaft p(A?) = p(A)?,
so daB sich fiir hermitesche Matrizen unter Verwendung des Satzes 2.33

|Alle = \/p(A" 4) = \/p(4) = V/p(A)? = p(A4)

ergibt.

Satz 2.35 Zu jeder Matriz A € C™*™ wund zu jedem ¢ > 0 existiert eine Norm auf
C™*"™ | so dafs
Al <p(A)+e

gilt.

Beweis:

Fir n = 1 ist die Aussage ebenso trivial wie fiir jede Nullmatrix A € C™*™. Seien
daher n > 2 und A ungleich der Nullmatrix. Der Satz von Schur liefert die Existenz
einer unitdren Matrix U € C"*™ mit

T11 e T1n
R=U"AU = : ,
Tnn
wobei A\; = 7, ¢ = 1,...,n die Eigenwerte von A sind. Sei «:= max [rik| >0,
dann definieren wir zu gegebenem ¢ > 0 ’
§i=min(1,, °© >0 (2.2.5)
= '(n— 1) . 2.
Mit
1
)
D =
5n—1
erhalten wir
ri1 Ori2 ... ... 5n—1r1n
C:=D 'RD=
57"7171 n

)

Tn,n
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Unter Verwendung der Definition (2.2.5) folgt

[Clle < nax |rii] + (n — 1)

1=1,..

= p(A)+ (n—1)da
< p(A)+e. (2.2.6)
Da D und U regulire Matrizen darstellen, ist durch
]l :== DU ||
eine Norm auf C" gegeben. Sei y := D™'U'x, dann folgt mit (2.2.6)

Al = sup [lAz||=  sup IDT'U Azl
lzll=1 ID-1U g =1

sup ||[DT'U AU Dy«

HyHoozl

sup  [|CyYlloo
HyHoozl

= Clle < p(A) + <.

Mit den obigen beiden Sétzen ergibt sich somit stets fiir alle Matrizen A und alle € > 0
die Existenz einer Norm derart, daf

p(A) < Al < p(A) + ¢

gilt. Hierdurch kénnen Konvergenzaussagen, die auf der Norm einer Matrix basieren und
dabei unabhéngig von der speziellen Wahl der Norm sind, direkt auf den Spektralradius
der Matrix iibertragen werden.

Betrachten wir nun normale Matrizen, so werden diese teilweise auch iiber ihre Diago-
nalisierbarkeit mittels einer unitdren Matrix definiert [23]. Die Moglichkeit einer solchen
Definition normaler Matrizen wird durch den folgenden Satz nachgewiesen, der uns im
weiteren auch eine spezielle Darstellung der Konditionszahl solcher Matrizen erméglicht.

Satz 2.36 Eine Matriz A € C* ™ ist genau dann normal, wenn eine unitire Matrix
U € C"™"™ emistiert, so dafy D =U*AU eine Diagonalmatriz darstellt.

Beweis:
“
9 :

Mit Satz 2.30 existiert eine unitéire Matrix U derart, dal R = (7i;); j=1,..n» = U AU
eine rechte obere Dreiecksmatrix darstellt. Mit

R'R=U"A"UU'AU =U"A"AU =U"AA'U =U"AUU"A"U = RR"

ist R ebenfalls normal. Fiir die Diagonalelemente der Matrix B = (bi;)ij=1,..n =
R'R = RR" gilt
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% n
D il =t =Y |ri*
j=1 j=i
Eine sukzessive Auswertung dieser Gleichung fir ¢ = 1,...,n liefert r;; = 0 fiir alle
i # j . Somit stellt D = R die gesuchte Diagonalmatrix dar.
" <: 43

Sei U € C™*™ unitdr mit D = diag{di1,...,dn,} = UAU , dann folgt

A*A=UD*"DU* =UDD*U" = AA™.

2.3 Konditionszahl und singulire Werte

Neben dem Spektralradius stellt auch die Konditionszahl einer Matrix eine interessan-
te Grofle dar, mit der Fehlereinfliisse wie auch Konvergenzgeschwindigkeiten iterativer
Methoden abgeschéitzt werden kénnen. Wir werden daher in diesem Abschnitt den Be-
griff der Konditionszahl einfithren und seine Bedeutung hinsichtlich der Loésung linea-
rer Gleichungssysteme studieren. Es wird sich dabei zeigen, daf sich die beziiglich der
Spektralnorm gebildete Konditionszahl einer normalen Matrix A € R™*™ durch deren
Eigenwerte darstellen 148t. Im allgemeinen Fall einer reguldren Matrix muf3 hierzu ihre
Singuldrwertverteilung betrachtet werden.

Definition 2.37 Sei A € C™"*"™ regulir, dann heifit
conda(A) = | Alla |4~

die Konditionszahl der Matrix A beziiglich der induzierten Matrixnorm ||.|q -

Es ist leicht ersichtlich, da3 die Konditionszahl einer reguldren Matrix unabhingig von
der zugrundeliegenden induzierten Matrixnorm nach unten beschréinkt ist. Den mathe-
matischen Nachweis hierzu liefert das folgende Lemma.

Lemma 2.38 Sei A € C"*"™ requlir, dann gilt
cond(A) > cond(I) =1

fiir cond(A) = ||A|| |A™|| mit einer induzierten Matriznorm. ||.|| .

Beweis:
Der Nachweis ergibt sich direkt aus der folgenden Ungleichung

1 _,, Satz 2.17 .
cond(I) = [I[|[I77[| =1 = [[I]| = [AA™[| < [A[[lA™"] = cond(A).
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Die Relevanz der Konditionszahl hinsichtlich der iterativen Losung linearer Gleichungs-
systeme werden wir nun anhand zweier Sitze verdeutlichen. In praktischen Anwendungen
ist es iiblich, die Norm des Residuenvektors r,, = b — Ax,, als Maf fiir die Giite der
vorliegenden Niherungslosung innerhalb eines Iterationsverfahrens zu verwenden, da der
Fehlervektor e,, = A7'b — x,, aufgrund der Unkenntnis iiber die wahre Losung nicht
zur Verfligung steht. Ein Grund hierfiir liegt in der Eigenschaft, dal das Residuum analog
zum Fehler genau dann identisch verschwindet, wenn die Iterierte mit der exakten Losung
iibereinstimmt. Es wird sich zeigen, daf fiir eine kleine Konditionszahl der Matrix des
linearen Gleichungssystems eine Konvergenzabschiitzung auf der Basis des Residuums
sinnvoll ist. Liegt jedoch eine grofie Konditionszahl vor, so kann trotz Verringerung des
Residuums eine deutlich anwachsende Fehlernorm vorliegen.

Satz 2.39 Gegeben sei ein Iterationsverfahren zur Lisung von Ax = b mit einer re-
guldren Matriz A . Es bezeichne ep = A6 — x, den Fehlervektor und v = b — Axy,
den Residuenvektor des k-ten Iterationschritts, dann gilt

Lo el _ el 7l 2 [lex|]
< < cond(A) < cond(A) (2.3.1)
cond(A) [[rol| ~ [[eo| 7ol [eoll
Beweis:
Mit
[rell = 1o — Az = [[Aex < [|All [lex]]
und

lexll = [IA™"0 — @il < AT [|b— Azy || = AT [l
ergibt sich der erste Teil der Behauptung aus
Lo leell _ 1 lrell o 1 sl 1 (el _ [lexll
cond(A) [lroll A |AT ] ol = TAIA™ voll 1ALl lleoll — lleoll
Die weiteren Ungleichungen folgen analog.
Dem obigen Satz kénnen wir entnehmen, dafl im Fall einer orthogonalen Matrix A stets
lexllz _ ll7ell
leollz lIroll2

gilt, wodurch eine direkte Konvergenzanalyse auf der Grundlage des Residuums durch-
gefithrt werden kann.

MeBdaten aus physikalischen Experimenten weisen in natiirlicher Weise Ungenauigkeiten
auf. Die Auswirkung solcher oder anderer fehlerhafter Eingangsdaten auf die Losung
konnen ebenfalls unter Verwendung der Konditionszahl der Matrix abgeschéitzt werden.
Auch hierbei erweist sich eine kleine Konditionszahl als vorteilhaft, da sich hier kleine
relative Fehler in den Daten b auch nur als kleine relative Fehler in den Loésungen @
bemerkbar machen.

Satz 2.40 Seien A regulir, = die Losung des Gleichungssystems Ax = b und x+Ax
die Lisung von A(x + Axz)=b+ Ab, dann gilt

™
< cond(A)
e (

N
1o
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Beweis:
Aufgrund der Linearitit von A folgt

Ab=(b+ Ab) — b= A(x + Ax) — Ax = A(Ax).

Hiermit erhalten wir
|Az| = [[A~"(Ab)|| < [[A™1]|]|Ab],

so daf} mit
6] = [|[Az| < [[A] |||

die behauptete Ungleichung mit

|AD|

1Az]| _ A™H]Ab|
b]]

< = cond(A)
lel = Al (

folgt.

Liegt ein Gleichungssystem vor, bei dem die Matrix eine sehr grofile Konditionszahl be-
sitzt, dann erweist es sich aufgrund der Siétze 2.39 und 2.40 als sinnvoll, zunéichst eine
Umformulierung auf ein dquivalentes System Az = b mit cond( ) < cond(A) vor-
zunehmen und anschlieflend ein Iterationsverfahren auf das transformierte System anzu-
wenden. Eine dquivalente Umformulierung kann zum Beispiel durch Multiplikation mit
einer reguliren Matrix P geméfl Lemma 2.24 durchgefiihrt werden. Hierbei stellt sich
die Frage nach der Wahl der Matrix P . Die Matrix sollte aus Rechenzeitgriinden einfach
berechenbar sein und aus Effektivitéitsgriinden eine moglichst gute Approximation der
Inversen der Matrix A reprisentieren, so dafi cond(PA) < cond(A) gilt. Solche dqui-
valenten Transformationen werden als Prikonditionierungen bezeichnet und ausfiihrlich
im Kapitel 5 untersucht. Es sei an dieser Stelle bereits erwiihnt, daf§ die Stabilisierung
numerischer Verfahren zwar einen Grund zur Nutzung einer Prikonditionierung dar-
stellt, die wesentliche Zielsetzung derartiger Techniken allerdings in der Beschleunigung
iterativer Verfahren liegt.

Der folgende Abschnitt liefert eine Darstellung der durch die Spektralnorm gegebenen
Konditionszahl einer reguldren Matrix A mittels ihrer singuliéiren Werte beziehungsweise
ihrer Eigenwerte. Die Konditionszahlen hinsichtlich der Zeilen- respektive Spaltensum-
mennorm kann anschlieflend iiber conda(A) abgeschitzt werden.

Satz und Definition 2.41 Fiir jede regulire Matriz A € R™*™ existieren orthogonale
Matrizen U,V € R"*™ derart, dafl

UTAV = diag{o1,...,00} (2.3.2)

mit 0 < o1 < ... <o, gilt. Die aufgefithrten reellen Zahlen o; (i =1,...,n) heiflen
singulire Werte der Matriz A und geniigen jeweils der Gleichung

det (ATA - 031) = 0. (2.3.3)

Die i -te Spalte von U bzw. V' heifit i -ter Links- bzw. Rechtssingulirvektor der Matrix
A.
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Beweis:
Da A regulir ist, liegt mit AT A eine symmetrische, positiv definite Matrix vor. Somit
existiert laut Korollar 2.32 eine orthogonale Matrix V' € R™*" derart, daf3

VTATAV = diag{\i,... .\ }

mit 0 < A\ < ... <\, gilt. Definieren wir o; = v/\; , so erhalten wir 0 <01 < ... < 0,
mit det (ATA —o2l ) = 0. Zum Nachweis der verbleibenden Aussage (2.3.2) definieren

wir U=AVD ™' mit D= diag{o1,...,0,} . Wegen
U'U=D"vTATAVD™ ! = D 'diag{\1,... \}D ' =1

repriasentiert U eine orthogonale Matrix, und wir erhalten die behauptete Darstellung
durch
UTAV = D7T'vT AT AV = D Tdiag{\,...,\,} = D.

Satz 2.42 Sei A € R"*"™, dann gelten mit den Bezeichnungen aus Satz 2.41 die Aus-
sagen

Azl
p =0n
z40 |2
und A
inf 1A= =07.
20 ||z
Beweis:

Aus der Definition der euklidischen Norm und der Regularitdt von V' folgt

| Ax|3 2TVTAT AV 2TV ATUUT AV
sup 5 = T = sup T
z£0 ||T|5 vezo x=ITV' Ve Va£0 2TV Ve

wegen UU”T = I. Hiermit ergibt sich wegen VIV = I die erste Aussage. Analog
schliefit man auf die Giiltigkeit der zweiten Behauptung.

Nach diesen Uberlegungen koénnen wir die Spektralnorm einer reguliren Matrix A und
ihrer Inversen durch die singuldren Werte der Matrix geméf

_ 1
IAll2 =0, und A7 =
g1

ausdriicken. Da normale Matrizen laut Satz 2.36 unitér diagonalisierbar sind, erhalten wir
als unmittelbare Folgerung der obigen Gleichung den folgenden Zusammenhang zwischen
der Konditionszahl und den singuldren Werten, respektive Eigenwerten, einer regulédren
Matrix in der folgenden Form:

Korollar 2.43 Sei A € R™"*"™ reguldr, dann gilt

condz(A) = U", (2.3.4)

01
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wenn o, der grofite und o1 der kleinste singuldre Wert der Matriz ist.
Ist A zudem normal, so gilt
Il

|Adl”
falls N\, den betragsgriofiten und A\, den betragskleinsten Eigenwert der Matriz bezeich-
net.

conda(A) (2.3.5)

Obwohl eine zum Korollar 2.43 dquivalente Aussage bezogen auf eine andere Matrixnorm
im allgemeinen nicht existiert, konnen Fehlerabschitzungen und Konvergenzaussagen auf
die entsprechenden Konditionszahlen iibertragen werden. Analog zu den Vektor- und
Matrixnormen legen wir hierzu den Begriff der dquivalenten Konditionszahl fest.

Definition 2.44 Seien |.||, und |.||s zwei Vektornormen auf R™. Dann heiflen die
Konditionszahlen cond, und cond, &quivalent, wenn es reelle Zahlen «a,5 > 0 gibt, so
daB

acondp(A) < cond,(A) < Beondy(A) (2.3.6)

fiir alle reguldren A € R™*" gilt.

Als direkte Folgerung aus den Matrix- respektive Vektornorméquivalenzen erhalten wir
fiir jede reguldre Matrix A € R™ die Ungleichungen

1
ncondg(A) < cond;(A) < n condz(A), (2.3.7)
1
ncondoo(A) < condz(A) < n conde (A) (2.3.8)
und
1
2 cond; (A) < conde (A) < n? cond; (A). (2.3.9)

2.4 Der Banachsche Fixpunktsatz

Viele Iterationsverfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b lassen
sich in der Form
Tpy1 = F(x,) firn=0,1,2,... (2.4.1)

schreiben, wobei F' eine Abbildung der betrachteten Grundmenge in sich darstellt. Die
durch die Vorgehensweise (2.4.1) gesuchte Losung muf hierbei einen Fixpunkt der Abbil-
dung F' darstellen. Die Iterationsvorschrift (2.4.1) wird daher auch als Fixpunktiteration
bezeichnet. Fiir diese Verfahrensklasse liefert der Banachsche Fixpunktsatz Aussagen zur
Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes sowie eine a priori und eine a posteriori Feh-
lerabschétzung. Zunéchst fithren wir die hierzu notwendigen Begriffe des Fixpunktes und
der Kontraktionszahl ein.
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Definition 2.45 Ein Element x einer Menge D C X heifit Fixpunkt eines Operators
F:DcCX— X, falls
Flx)==

gilt.

Definition 2.46 Sei X ein normierter Raum. Ein Operator
F:DCcX—-X
heiflt kontrahierend, wenn eine Zahl 0 < ¢ < 1 mit
|P(z) — Fy)l| < qlz—yl| Vay e D
existiert. Die Zahl ¢ heifit Kontraktionszahl des Operators F .

Satz 2.47 Kontrahierende Operatoren sind stetig und besitzen hdchstens einen Fixpunkt.

Beweis:

Wir betrachten zun#chst die Stetigkeit des Operators. Seien X ein normierter Raum,
F:D C X — X ein kontrahierender Operator und {x,}nen eine Folge aus D mit
x, — x €D fir n — oo, dann folgt mit

0 < ||F(xn) — F(x)|| <q|lxn — x| — 0 fir n — o0
die Stetigkeit des Operators F .

Seien x,y € D Fixpunkte von F', dann erhalten wir

& —yll = [ F(z) - F(y)ll < qll= - yll,

so daf} mit

die Gleichung ||z — y|| =0 und somit & =y folgt.

Satz 2.48 (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei D eine vollstindige Teilmenge eines normierten Raumes X wund

F:D—D

ein kontrahierender Operator, dann existiert genau ein Fizpunkt @ € D von F , und die
durch

Tny1 = F(x,) firn=0,1,2...
gegebene Folge konvergiert fiir jeden Startwert xg € D gegen x . Es gelten zudem die a
priori Fehlerabschdtzung

&, — x| < 1 — 20|

qn
I—q
und die a posteriori Fehlerabschdtzung

&, — | <

I |20 — Tn—1l],
1—-9¢q

wobei q die Kontraktionszahl des Operators reprisentiert.
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Beweis:

Mit g € D ist ®p41 = F(x,), n=0,1,... wegen F : D — D wohldefiniert. Es gilt
@i = @l < ¢ |20 — @noa ] < .. < " 1 — o]l (24.2)

Sei m > n, dann folgt

Zn — @m | < [Zn — Zns1ll + [Bnt1 — Togal + -+ [ Bm—1 — T |

(2.4.2) .
< (q”+...+qm_ )Ha:17w0||

o0
¢" Y ¢ ||z — @
=0

q?’L
1—g¢

IN

Hscl — on (243)

Wegen |q| < 1 erhalten wir
|z — m| — 0 fir n — oo,
so dafl mit {x,}nen eine Cauchy-Folge vorliegt. Aufgrund der Vollstindigkeit der Teil-

menge D existiert ein * € D mit x,, — «, fiir n — co. Mit

z= lim x, = lim F(x,_1) S 24T p ( lim scn_l) = F(x)
n—oo n—oo n—oo

ist & ein Fixpunkt von F', der nach Satz 2.47 eindeutig bestimmt ist.
Aus der Gleichung (2.4.3) erhalten wir die a priori Fehlerabschiitzung

n

o @l = Jim e~ anl < T Jlan o)l
Aus
l@ — @l = 1F(@0-1) = Fwa) + F(@y) - F(a)]
< NF@a-1) = F@a)l| + [ F(@n) - Fa)]
< glwns - zal +gllzn — 2

ergibt sich durch einfache Umformulierung die behauptete a posteriori Fehlerabschétzung

[ — | < [0 -1 — 2]

q
1—¢

Beispiel 2.49 Gesucht sei ein z € R mit = 1 —sinz . Wir betrachten mit D = [¢,1],
0<e<1-sinl <1, eine beziiglich der Norm ||z|| = |z| vollstindige Teilmenge des
R und haben mit f(z) = 1 — sina eine beliebig oft stetig differenzierbare Funktion
vorliegen, die zudem f: D — D und |f(x) — f(y)| < ¢l — y| mit der Kontraktionszahl
q= Imnea5<|f’(:c)| = |cose| < 1 erfillt. Somit besitzt f(z) genau einen Fixpunkt x € D

und die Iteration
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YA g(x)=x
"Nfx) =1 - sinx

0.5—

Bild 2.1 Iterationsverlauf fiir f(x) =1 —sinz mit xo = 0.25.

Tn+1 = f(xn)

konvergiert fiir alle 9 € D gegen z . Die folgende Skizze verdeutlicht geometrisch den
Verlauf der Iteration fiir xg = 0.25.

2.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1:
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b (1). Zeigen Sie, dass die Operationen

(a) Multiplikation einer Gleichung in (1) mit einer komplexen Zahl (# 0),
(b) Vertauschen zweier Gleichungen in (1)

(c) Addition der j-ten Gleichung aus (1) zur ¢-ten Gleichung in (1),

stets ein zu (1) dquivalentes Gleichungssystem liefern.
Hinweis: Driicken Sie alle obigen Operationen durch eine Matrixmultiplikation aus und
nutzen Sie Lemma 2.24.

Aufgabe 2:
Sei A = (aj)ij=1,....n € R™*™ eine symmetrische und positiv definite Matrix. Zeigen Sie:

(a) a; >0, i=1,...n,

(b)  max |a;| = max |a;].
i,j=1,....,n i=1,...,n

Aufgabe 3:
Beweisen Sie die Aussage: Ist A € R™*"™ eine symmetrische, streng diagonal dominante
Matrix mit positiven Diagonalelementen, dann ist A positiv definit.
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Aufgabe 4:
Es sei A € C"*™ . Zeigen Sie:

Al -0, j — o = plA) < 1.

Aufgabe 5:

Sei
A (078 0563
0913 0.659 )
Berechnen Sie condug(A) = || Al ||A™ oo -
Aufgabe 6:

Sei A € C"*" reguldr und U € C™*™ unitédr. Zeigen Sie:

condz(AU) = condz(A) = condx(UA).

1100

! 2
(0 1)
4

gegeben. Bestimmen Sie p(A), [|Alleo, |Al1, [|AlF-

Aufgabe T:
(a) Es sei

(b) Skizzieren Sie die Einheitskugeln im R? fiir die Vektornormen ||.|so, [|-]l1, I|-]l2
und bestimmen Sie die besten Aquivalenzkonstanten fiir diese drei Normen im R™ .

Aufgabe 8:

Es sei X ein Banachraum und A : X — X ein Operator, dessen Potenz A™ fiir ein
m € N ein kontrahierender Operator ist. Beweisen Sie, dass genau ein Fixpunkt & von
A existiert und dass die durch die Iterationsvorschrift

x, = Ax, 1, n=12,...
xyg € X Dbeliebig
erzeugte Folge {x,}nen gegen x konvergiert.

Aufgabe 9:
Sei ||.|| eine beliebige induzierte Matrixnorm auf C"*™ . Zeigen Sie: Es gilt

p(A) = lim A%V

fir alle A € C**™,

Aufgabe 10:
Zeigen Sie, dass der Spektralradius keine Norm auf dem R™ ™ definiert. Wie sieht es
mit dem Raum RZX" der symmetrischen, reellen n x n-Matrizen aus?

Symm
Aufgabe 11:
Gegeben sei die Funktion f mit

f(z) = 0.5+ sinz — 2z.



34 2 Grundlagen der linearen Algebra

(a) Man zeige, dass f genau eine Nullstellen besitzt.

(b) Man berechne die Nullstelle von f mit Hilfe des Fixpunktverfahrens, wobei die
Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes jeweils zu iiberpriifen sind.

(c) Fiir die berechnete Nidherung x5 fithre man eine a priori und eine a posteriori
Fehlerabschétzung durch.

Hinweis: Eine einfache Funktionsabtastung zeigt, dass sich die Nullstelle im Intervall
[0.4, 0.5] befindet.

Aufgabe 12:
Gegeben sei die Funktion f mit

flz) = Z—2—3lnx.

(a) Man zeige, dass f genau zwei Nullstellen besitzt.

(b) Man berechne die beiden Nullstellen von f mit Hilfe des Fixpunktverfahrens, wobei
die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes jeweils zu iiberpriifen sind.

(c¢) Fiir die berechnete Niherung x5 fithre man jeweils eine a priori und eine a poste-
riori Fehlerabschétzung durch.

Hinweis: Eine einfache Funktionsabtastung zeigt, dass sich die Nullstellen im Intervall
[0.5,0.6] sowie im Intervall [56, 57] befinden.

Aufgabe 13:
Susanne und Frank machen ein Physik-Experiment. Sie versuchen die Parameter z; und
T2 zu bestimmen und kennen die funktionale Beziehung

(12)=00)

Die beiden fithren einen Versuch durch und messen a = 1. Als erfahrene Experimen-
tatoren wissen Sie, dass in Experimenten immer Fehler auftauchen, haben jedoch keine
Zeit, den Versuch zu wiederholen.

Schiitzen Sie fiir Susanne und Frank in Abhéngigkeit vom unbekannten Messfehler € den
relativen Fehler ||Az||/||z| in der co-Norm nach oben ab.

Aufgabe 14:
Berechnen Sie die Kondition der 3 x 3 Hilbert-Matrix

1 1/2 1/3
A= 1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

in der oo -und der 1-Norm. Wenn Sie wollen, iiberpriifen Sie ihr Ergebnis mit MATLAB.
Nutzen Sie hierzu die Befehle cond(A,1) bzw. cond(A,inf) fiir die Konditionszahlen.
Eine n x n Hilbert-Matrix wird mittels hilb(n) erzeugt.
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Aufgabe 15:
Gesucht sind die Losungen des nichtlinearen Gleichungssystems
562 + y2 — 47
116 1,2 + y2 = 1.

(a) Fertigen Sie eine Skizze an, die die Lage der Losungen verdeutlicht. Bestimmen Sie
fiir den 1. Quadranten einen guten ganzzahligen Startwert (zg,yo) -

(b) Gesucht ist die Lésung im ersten Quadranten. Geben Sie eine geeignete Fixpunkt-
gleichung an und weisen Sie hierfiir die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von
Banach nach.
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3 Direkte Verfahren

Unter einem direkten Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems versteht
man eine Rechenvorschrift, die unter Vernachléssigung von Rundungsfehlern die exakte
Losung in endlich vielen Schritten ermittelt. Direkte Verfahren werden heutzutage nur
selten zur unmittelbaren Losung grofer linearer Gleichungssysteme verwendet. Sie wer-
den jedoch hdufig in einer unvollstdndigen Form als Vorkonditionierer innerhalb iterativer
Methoden genutzt und zur Lésung von Subproblemen eingesetzt.

3.1 GauB-Elimination

Die Grundidee des Gauflschen Eliminationsverfahrens liegt in einer sukzessiven Trans-
formation des Systems Az = b in ein dquivalentes System der Form

LRx=0b

mit einer rechten oberen Dreiecksmatrix R und einer linken unteren Dreiecksmatrix
L, das durch einfaches Vorwiérts- und anschliefendes Riickwértseinsetzen gelost werden
kann. Hierbei wird in der {iblichen Formulierung des Verfahrens die Multiplikation b =
L7'b simultan mit der Berechnung der Matrix R durchgefithrt. Wir bezeichnen im
folgenden mit

0o ... ... ... 1 «— k-te Zeile
Py = : : (3.1.1)

1 ... ... ... 0 — j-te Zeile

1

stets eine Permutationsmatrix, die aus der Einheitsmatrix I durch Vertauschung der j-
ten mit der k-ten Zeile (j > k) hervorgegangenist. Fiir k = j gilt hierbei Py; = I. Wir
werden im weiteren die Matrix L durch eine multiplikative Verkniipfung von Matrizen
der Form
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1
Ly

(3.1.2)
—Llpt1,k

_en,k 1

darstellen. Derartige Matrizen, die sich hochstens in einer Spalte von der Einheitsmatrix
unterscheiden, werden als Frobeniusmatrizen bezeichnet.

Definition 3.1 Die Zerlegung einer Matrix A € R™*™ in ein Produkt
A=LR

aus einer linken unteren Dreiecksmatrix L € R™*™ und einer rechten oberen Dreiecks-
matrix R € R™*™ heif3t

LR-Zerlegung.

In der Literatur wird die LR-Zerlegung auch oft als LU-Zerlegung (lower, upper) bezeich-
net. Speziell bei unvollstéindigen Zerlegungen, wie sie im Kapitel 5 beschrieben werden, ist
der Begriff der unvollstéindigen LU-Zerlegung anstelle der unvollstdndigen LR-Zerlegung

géngig.

Mit Hilfe der Matrizen (3.1.1) und (3.1.2) 148t sich der zentrale Teil des Gaufischen
Eliminationsverfahrens wie folgt formulieren:

Algorithmus Gauf3-Elimination I —

AY = A

Fir k=1,...n—-1

Waéhle aus der k-ten Spalte von A" ein beliebiges Element ayfc) #0
mit 7 > k.

Definiere Pj; mit obigem j und k geméf (3.1.1).

;l(k) = ijA(k)

Definiere Lj gemif (3.1.2) mit I = EEE) 5,(;2), i=k+1,...n.

A(k+1) = Lk;l(k)
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Mit A™ liegt hierdurch die rechte obere Dreiecksmatrix R vor, die wie bereits be-
schrieben zur einfachen Losung des linearen Gleichungssystems verwendet wird. Allge-
mein enthilt A durch die spezielle Konstruktion der Matrizen Ly, k=1,...0—1
bis einschliefllich zur (¢ — 1 )-ten Spalte unterhalb der Diagonalen ausschliefilich Nullele-
mente.

Wir wenden uns jetzt der Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von LR-Zerlegungen
zu. Einfache Beispiele wie die Matrix

(1)

zeigen, dafl nicht jede regulidre Matrix notwendigerweise eine LR-Zerlegung besitzt. Ana-
log ist auch der Nachweis der Eindeutigkeit der LR-Zerlegungen nur unter einer zusétz-
lichen Bedingung an eine der beiden Dreiecksmatrizen moglich. Bevor wir uns mit den
eigentlichen Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen beschéftigen, ist es sinnvoll, zunéchst
die Begriffe der Hauptabschnittsmatrix und -determinante einzufithren und einige hilf-
reiche Lemmata zu beweisen.

Definition 3.2 Sei A € R"*"™ gegeben, dann heifit
Afk] = Do e R¥F fir k € {1,...,n}

die fithrende k x k-Hauptabschnittsmatrix von A und det A[k] die fithrende k X k-
Hauptabschnittsdeterminante von A .

Lemma 3.3 Seien £; = (0,...,0,0i1.4,---lni)T €R™ und e; € R™ der i-te Einheits-
vektor, dann gilt fir L; = I — £;el € R™*"

a) Ly' =T+ ¢l .
7 K3

k
(b) Ly'Ly' . L' =T+ el firk=1,...;m—1.
i=1
Beweis:
Zu (a):

Da L; eine untere Dreiecksmatrix mit Einheitsdiagonale darstellt, existiert genau eine
Matrix L; ' mit L;'L; = L;L; * = I . Hieraus folgt die Behauptung (a) durch

(I—t;ie\I+tel)=1—tel + el —t;elt; el =1.
\v/
=0
~ ~ -
=0

Zu (b):
Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber k. Fiir k =1 liefert (a) die Behauptung.
Gelte die Aussage fir j=1,...,k <n—1, dann folgt
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k
L' L'yl = (I + leief) (I + £k+1e{+1)
£
k k
= I+Lef  +> Liel +> tiefbirel
i=1 =1 N~ 7
=0
k+1
=1

Lemma 3.4 Sei L € R™™"™ eine requlire linke untere Dreiecksmatriz, dann stellt auch
L~!' € R™™™ eine linke untere Dreiecksmatriz dar. Fiir requlire rechte obere Dreiecks-
matrizen R € R™ ™ gilt die analoge Aussage.

Beweis:
Definieren wir D = diag {¢11,...,lnn} mittels der Diagonaleintrige der Matrix L, dann
gilt det D # 0 und _
L:=D'L
stellt laut Lemma 2.26 ebenfalls eine untere Dreiecksmatrix dar, die zudem eine Einheits-

~ ~ n=1_
diagonale besitzt. Somit hat L die Form L =1+ Y £;el mit
=1

€ =(0,....00i11,0r lni)"

und kann unter Verwendung der Matrizen L; = I + £eT (i = 1,...,n — 1) als ein
Produkt B B

L=L, ...-L, .,

~—1  ~-1 ~—1 ~-1 ~
dargestellt werden. Fiir die Inverse ergibt sich L =L, _;-...-L; mit L, =I—#£;el

(i=1,...,n—1) laut Lemma 3.3. Die Matrix L' 1:Bt sich folglich als Produkt unterer

~-1 ~-1
Dreiecksmatrizen in der Form L™ = L, ,-...- L, D™' schreiben und stellt somit

nach Lemma 2.26 ebenfalls eine linke untere Dreiecksmatrix dar.

Mit R (R™H)T = (RT'R)T =1 = R"(R")"! folgt (R")"! = (R™Y)T. Unter Ver-

wendung des obigen Beweisteils stellt mit L = RT auch L™' = (R")~! ecine linke
T

untere Dreiecksmatrix dar, wodurch R~ = ((RT)_l) eine rechte obere Dreiecksma-

trix repréasentiert.

Lemma 3.5 Sei A = (aij); =y, € R™™™ eine

untere Dreiecksmatriz, dann gilt

€ R™™™ und sei L = ({;;)

i,7=1,...,n

(LA) k] = LIK|A[K] firk=1,...n.

Beweis:
Sei ke€{l,...,n}. Fir 4,5 € {1,...,k} folgt mit £;,, =0 fiir m >k >

n k n k
((LA)[]C])” :Z Eimflmj :Z gimamj + Z gimamj :Z eimamj = (L[k}]A[k])” :
m=1 m=1 m=k+1 m=1
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Satz 3.6 (Existenz einer LR -Zerlegung I)
Sei A € R"™™ eine requlire Matriz, dann existiert eine Permutationsmatriz P € R™*™
derart, dafi PA eine LR-Zerlegung besitzt.

Beweis:
Fiir alle im Algorithmus I berechneten Matrizen AR gilt

alf) =0 fir £=1,...k—1, i>L (3.1.3)
Da det Ly # 0 # det Py, fiiralle £=1,...,k—1, j, > ¢ gilt, folgt

det A®) = det (Ly—1Pr—1,j,_, - .. L1P1;,A) # 0.

Jk—1

Somit existiert ein ¢ € {k,...,n} mit aEZ) # 0 und der Algorithmus I bricht nicht vor
der Berechnung von A™ ab. Zudem stellt

R .= A(”) = Lnflpnfl e L1P1’j1A (314)

JIn—1

mit (3.1.3) eine obere Dreiecksmatrix dar. Alle L; lassen sich hierbei in der Form
Li=1-¢el, £;=(0,....0lis14 - lni)"
schreiben, und es gilt
Py ;. e =e; sowie Py €; =4, = (0,... ,O,ZZHLZ—, . ,lﬁm—)T fir allei < k < jg.

Fir i < k < ji folgt hiermit unter Beriicksichtigung von Py, ;, = P} . die Gleichung

2k

PiiLi = Pus (I~ tel) = Pry, el

2

_ Y, T _ 9 T _ 7T
= Py j, —Li(Pgj.ei) = Py, —Lie; Py j, = L Py

mit einer unteren Dreiecksmatrix L; = I — @ieiT . Die Verwendung der Gleichung (3.1.4)

liefert
R=L, L, .. L1P,y;, ,..P; A
~ ~~ “\ ~ ~
i;: P:=

mit einer Permutationsmatrix P . Da L eine untere Dreiecksmatrix darstellt, folgt mit
Lemma 3.4, dafl

~-1
L:=L

eine untere Dreiecksmatrix reprisentiert und es ergibt sich die behauptete Darstellung

LR =PA.

Satz 3.7 (Existenz einer LR -Zerlegung II)
Sei A € R™™ ™ reguldr, dann besitzt A genau dann eine LR-Zerlequng, wenn

det A[K] £0 Vk=1,...n

gilt.
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Beweis:
,=“ Gelte A=LR.
Aufgrund der Regularitdt der Matrix A liefert der Determinantenmultiplikationssatz

det L[n] - det R[n] = det A[n] # 0

und folglich
det L[n] # 0 # det R[n].

Da L und R Dreiecksmatrizen reprisentieren, folgt hierdurch
det L[k] # 0 # det R[k]
fir k=1,...,n und es ergibt sich mit Lemma 3.5
det A[k] = det(LR)[k] = det L[k] - det R[k] # 0.
, <% Gelte det A[k] #0 fiir alle k=1,...,n.

A Dbesitzt eine LR-Zerlegung, falls Algorithmus I mit Pgx =1, k=1,....,n—1 durch-
gefithrt werden kann, das heifit, wenn a,(:;) #0 fur k=1,...,n—1 gilt.

Fiir k=1 gilt aﬁ) =det A[k] # 0, wodurch P;; = I wihlbar ist.
Sei agz) #0 fiir k <n—1, dann folgt
AR = LA,
und wir erhalten wiederum mit Lemma 3.5
det A¥*V [k 4+ 1] = det L[k + 1] - ... - det Ly [k + 1] - det A[k + 1] # 0.

Da A®*V[k + 1] eine obere Dreiecksmatrix darstellt, folgt

(k+1)
W41 kg1 7 0-

Satz 3.8 (Eindeutigkeit der LR -Zerlegung)
Sei A € R"™ "™ regulir mit det Alk] # 0 fir k = 1,...,n, dann existiert genau eine
LR-Zerlegung von A derart, daff L eine FEinheitsdiagonale besitzt.

Beweis:

Mit Satz 3.7 existiert mindestens eine LR-Zerlegung der Matrix A . Seien zwei LR-
Zerlegungen der Matrix A durch LiR; = A = LRy gegeben, wobei L; und Lo
Einheitsdiagonalen besitzen, dann folgt

RyR'=L;'L,.

Mit Lemma 2.26 und Lemma 3.4 ist somit L5 'L, zugleich eine linke untere und rechte
obere Dreiecksmatrix, die eine Einheitsdiagonale besitzt. Folglich gilt

Ly'L, =1
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und wir erhalten L1 = Lo und Ry = R> .

Bemerkung:
Ohne die Forderung, dafl L eine Einheitsdiagonale besitzt, folgt

L =L;D, Ri=D'R,

mit einer regulédren Diagonalmatrix D . Somit sind LR-Zerlegungen durch Multiplikation
mit einer Diagonalmatrix ineinander iiberfiihrbar.

Zur Losung des linearen Gleichungssystems Aax = b ergibt sich die folgende explizite
Form des Gauf-Algorithmus.

Algorithmus Gauf3-Elimination ohne Pivotisierung —

Fir k=1,....n—1

Fir i=k+1,...n
Berechnung der
Qik 1= ik [ Qg
LR-Zerlegung

Fir j=k+1,...n
QAij = Qij — Aik Ak

Fir k=2,....n

Vorwirtselimination
Firi=1,....k—1 )
b=L""b
b == bk — aib;
Fir k=mn,...,1
Fir i=k+1,...,n Riickwirtselimination
x:=R'b

by, = by — ariT;

T = bk/akk

Zur Analyse des Rechenaufwandes betrachten wir lediglich die zeitaufwendigen Multipli-
kationen und Divisionen:
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n—1 n—1 n 1
# Divisionen = (nfk)Jrn:ZZJrn:Zz:n(nJr )
k=1 i=1 i=1 2
n—1 -1 -1
# Multiplikationen = (n—k)?+ n(n ), n(n )
k=1 2 2
=l —1n(2n—1
_ N inmo1)= ™ )"6<" ) L nn—1)
i=1
_ n3 n n? _ on
3 2 6
n3 n
Hiermit erhalten wir # Division + # Multiplikation = 3 +n?— g

Betrsigt die Rechenzeit fiir eine Multiplikation bzw. Division lusec = 107%sec, dann
benstigt der Gaufl-Algorithmus fiir eine reelle n x n Matrix A die in der folgenden
Tabelle aufgefiihrten Rechenzeiten:

n  Zeit

103 =~ 5 min 30 sec

10* = 4 Tage

105 & 10 Jahre 7 Monate

Tabelle 3.1 Rechenzeiten des Gaufischen Eliminationsverfahrens

Gleichungssysteme mit einer Anzahl von 10° Unbekannten treten bereits bei implizi-
ten Finite-Volumen- und Finite-Differenzen-Verfahren fiir die zweidimensionalen Euler-
Gleichungen der Gasdynamik auf, wenn mit 25000 Kontrollvolumina respektive Gitter-
punkten eine durchaus géngige Diskretisierung des Stromungsgebietes vorliegt. Bei sol-
chen Anwendungsfillen erweist sich der Gauf3-Algorithmus auch bei Vernachlissigung der
Rundungsfehler und des immensen Speicherplatzbedarfs bereits aus Rechenzeitgriinden
als unpraktikabel. Betrachten wir hingegen Gleichungssysteme mit einer kleinen Anzahl
von Unbekannte, so liegt mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren eine direkte Metho-
de vor, die hiufig den iterativen Algorithmen iiberlegen ist. Mit dem folgenden Beispiel
sollen die Vorteile einer Pivotisierung im Hinblick auf die Genauigkeit des ermittelten
Losungsvektors verdeutlicht werden.

Beispiel 3.9 Sei ¢ <« 1 derart, dafl bei Maschinengenauigkeit

1

) 1
1+e=1 respektive 1+ =
e €

gilt. Wir betrachten das Gleichungssystem Ax = b in der Form

EXq —+
r1 + X2

das die exakten Losung



44 3 Direkte Verfahren

= ' n05 =05
Xr1 = 2 e ~ U.9, To = 2 . ~ U.
besitzt. Mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren erhalten wir

exy1 + 2x9 = 1

2 1
<1 >£L’2 1—
€ e

1
und damit aufgrund der vorliegenden Rechengenauigkeit x5 = = - ; = 0.5. Einsetzen in

die erste Gleichung liefert ex; +1 =1, wodurch z; =0 folgt.
Eine vorherige Zeilenvertauschung fithrt dagegen zum Gleichungssystem
ry + 2 = 1
er1 + 2x9 = 1.
Hieraus folgt mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren:
T + x9g = 1
(2—¢e)za = 1l—c¢,
so dal wir x5 = 0.5 und z; = 1 — 22 = 0.5 als Losung erhalten. Anhand des vorlie-

genden Gleichungssystems wollen wir die Vorteile der Pivotisierung niher untersuchen.

Betrachten wir zun#chst das Gauflsche Eliminationsverfahren ohne Pivotisierung. Das
Element a(lll) = ¢ der Matrix

1 1
A agl) a(12) (e 2
N o o )] \11

Agy Qg

ist deutlich kleiner als agll) = 1. Hierdurch wird im Algorithmus ein sehr groer Quotient

o
21, = ! gebildet. Da auch die weiteren Matrixelemente in der GréBenordnung von agll)
a

11
liegen, erhalten wir

1,1
2 1
2o - B o) meen
a
=0(1) fiir e=0 ~ -\1/1 -

=0(}) fiir e—0

Innerhalb der Matrix A®) weisen somit alle verbleibenden Nichtnullelemente eine deut-
lich unterschiedliche Quantitéit auf. Analog ergibt sich

(1) () m e

Liegt ein sehr kleiner Matrixkoeffizient a(lll) = ¢ vor, so fiihrt die Maschinengenauigkeit

zu a(222) = —i und béz) = —;. Folglich haben im vorliegenden Fall die Werte aglz)

und b(Ql) keinen Einflufl auf die Losung des Gleichungssystems. Die zweite Gleichung ist
deshalb fiir hinreichend kleines & # 0 numerisch dquivalent zur ersten Gleichung fiir
€ = 0. Daher erhalten wir stets das Endergebnis
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b(l)
T2 = und x; = 0.
ey
12
~(1)
Durch die vorgestellte Zeilenvertauschung liegt ein kleiner Quotient f?f) = & vor, wo-
Ay

durch sich alle relevanten Elemente der Matrix A® in der gleichen GroBenordnung
befinden. Folglich ergeben sich keine Probleme aufgrund der vorliegenden Rechenge-
nauigkeit. Bei Verwendung einer Pivotisierung auf der Basis des grofiten Zeilen- oder
Spaltenelementes liegt der Quotient stets im Intervall [—1,1], wogegen bei einer direkten
Nutzung des Gaufischen Eliminationsverfahrens keine allgemeingiiltige Schranke fiir den
Quotienten angegeben werden kann.

Die Permutation von Zeilen oder Spalten erweist sich somit nicht nur im Fall a,(;;) =0
als sinnvoll.
Wir unterscheiden drei Pivotisierungsarten:

(a) Spaltenpivotisierung:
Definiere Py; gemif (3.1.1) mit

(k)|

j =index max [aj;’|,
j=k,...,n

und betrachte das zu
AWz = b

dquivalente System
ijA(k)a: = ijb.

(b) Zeilenpivotisierung:
Definiere Pj; gemé$ (3.1.1) mit

j =index max |a§f)|,
Jj=k,...,n J
und betrachte das System

APPLy = b
x Pyjy.

(¢) Vollsténdige Pivotisierung:
Definiere Py j, und Py ;, geméf (3.1.1) mit

S k
j1 = index max max | ¢ )|
j=k,....,n \i=k,.

j2 = index max ( max | (k)|)
j n \ i=k,..

Jj=k,..., i=
und betrachte das System

P, AYPy = Py;b
xTr Pk7j2y.
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Bemerkung:
Wird das Gauflsche Eliminationsverfahren auf ein Gleichungssystem

Ax=0b

mit einer singuldren Matrix bei vollstdndiger Pivotisierung angewendet, so existiert ein
k <mn mit

(k) _
o o) = 0.

In diesem Fall ist das System mit Lemma 2.25 genau dann 16sbar, wenn sich bei Durch-
fithrung aller Multiplikationen mit L; und P;j , i =1,...,k —1 angewandt auf die
erweiterte Koeffizientenmatrix

(A(l),b(l)) = (Ab)

die Form
(A® p®)y mit 5® = P p® 0, 0)T

ergeben hat.

3.2 Cholesky-Zerlegung

Fiir symmetrische, positiv definite Matrizen kann der beim Gauflschen Eliminationsver-
fahren benotigte Aufwand zur Berechnung einer LR-~Zerlegung verringert werden.

Definition 3.10 Die Zerlegung einer Matrix A € R™*"™ in ein Produkt
A=LL"

mit einer linken unteren Dreiecksmatrix L € R™"*™ heifit Cholesky-Zerlegung.

Satz 3.11 (Existenz und Eindeutigkeit der Cholesky-Zerlegung)
Zu jeder symmetrischen, positiv definiten Matriz A € R™* "™ existiert genau eine linke

untere Dreiecksmatric L € R™™ ™ mit £; > 0,1 =1,...,n derart, daf
A=LL"

gilt.

Beweis:

Sei z € R¥\ {0}, k < n, dann definieren wir y = (z,0,...,0)T € R\ {0} . Somit folgt
xT Alk)lz = yT Ay > 0,
so dafl alle A[k] fiir k=1,...,n positiv definit sind.

Eine Induktion iiber n liefert nun die Behauptung: Fir n = 1 gilt A = (a11) >0,
wodurch /411 := y/a11 > 0 die Darstellung A = LLT mit L = (€11) liefert. Sei die
Behauptung fiir n=1,...,j erfiillt, dann folgt fir n=7+1

(A[j] c )
A={ :
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wobei A[j] positiv definit ist. Somit existiert genau eine linke untere Dreiecksmatrix

LjGRij mit eii>07 Z:]-vv] und
Alj) = L;L}.

Wir machen nun den Ansatz

mit d € R7, a € R derart, dafl

(Am c )zAMzLMﬂ:( Alj] Ly

<l oa,

d"L] d"d+a?

(3.2.1)

)

gelten soll. Wegen 0 # det A[j] = (det L;)? ist L; invertierbar und damit d = Lj_lc
eindeutig bestimmt. Weiter gilt a? = a,, —d’ d. Aufgrund der positiven Definitheit von

A = Aln| gilt det A[n] >0, so daf sich

0<

=«

det(Aln]) 5
(det(L;))?

ergibt. Damit erhalten wir
a= \/a,m —d'd eR",
wodurch mit (3.2.1) die gesuchte Matrix vorliegt.

Wir nehmen eine spaltenweise Berechnung der Matrixkoeffizienten vor. Bei der Herleitung
des Algorithmus gehen wir somit davon aus, da8 alle I;; fir ¢=1,...,n und j<k-—-1

bekannt sind. Dann folgt aus

611 611 e £n1

enl s gnn gnn

die Beziehung
k
ae = Loy + ..+ Gy =Y 6,
j=1
wodurch sich lg, gemifl

bew = | axk — > 13,

berechnen 1a83t. Aus

(3.2.2)

i =il + ...+ Liglyr = Z&jekj firi=k+1,...,n

Jj=1

erhalten wir die Berechnungsvorschrift fiir die unterhalb der Diagonale befindlichen Ele-

mente der k-ten Spalte in der Form
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k—1
1
lig, = i f§ Cijly; | firi=k+1,....n. 3.2.3
i ik 2 jlig | fure + n ( )

Algorithmus Cholesky-Zerlegung —

Fir k=1,....n
Fir j=1,....k—1
Ok *= Qkk — QkjAkj
Ak = \/Qkk
Fir i=k+1,...n
Fiir j=1,....k—1
Qik ‘= Qik — QijQj
Qik 1= ik [ Qg
Fur k=1,...n
Fir i=1,....k—1
b := br — agib;
bi = by /akk
Fir k=mn,...,1
Fir i=k+1,...n
by := by, — aiLT;

T = bk/akk

Berechnung der

Cholesky-Zerlegung

Vorwirtselimination

b:=L'b

Riickwirtselimination

z:=LTh

Betrachten wir fiir die Analyse der Rechenzeit lediglich den fiir grofe n entscheidenden

ersten Teil, so erhalten wir
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# Multiplikationen + # Divisionen + # Wurzeln

n n

SNk=1) + 3 14> (n—k)(k—1)+> (n—k)
k=1 k=1 =

EZI ~ - N~ ~ ~ - E ! ~ -
Multiplikationen =~ Wurzeln Multiplikationen Divisionen
n n n
= Yk+nY k- K
k=1 k=1 k=1
n(n+1) nn+1) n(n+1)2n+1)
= +n —
2 2 6
o TL3 + TL2 + n
6 2 3

Fiir grofle n benotigt die Cholesky-Zerlegung damit nur etwa die Hélfte der aufwendigen
Operationen des Gauf-Algorithmus.

3.3 QR-Zerlegung

Eine wesentliche Grundlage zur Definition des im Abschnitt 4.3.2.4 betrachteten GMRES-
Verfahrens wie auch vieler Methoden zur Losung von Eigenwertproblemen und linea-
ren Ausgleichsproblemen stellt die QR-Zerlegung einer Matrix dar. Der Vorteil der QR-
Zerlegung im Vergleich zur LR-Zerlegung liegt in der Normerhaltung der unitéren Trans-
formation beziiglich der euklidischen Norm. Zudem kann das Gleichungssystem Ax = b
wegen QF = Q™! mittels

Ar=b< QRx=b< Rx=Q"b

leicht gelost werden. Die drei bekanntesten Methoden zur Berechnung dieser Zerlegung
sind das Gram-Schmidt-Verfahren und die Algorithmen nach Givens und Householder.
In den folgenden Kapiteln werden wir ausschlieSlich die beiden erstgenannten Methoden
verwenden. Eine ausfiihrliche Herleitung der QR~Zerlegung nach Householder findet man
zum Beispiel in [15, 31, 53, 19].

Definition 3.12 Die Zerlegung einer Matrix A € C™*™ in ein Produkt
A=QR

aus einer unitdren Matrix @ und einer rechten oberen Dreiecksmatrix R heif3t

QR-Zerlegung.

3.3.1 Das Gram-Schmidt-Verfahren

Die Herleitung des Gram-Schmidt-Verfahrens ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden
konstruktiven Existenznachweis der QR-Zerlegung.
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Satz 3.13 (Existenz der QR-Zerlegung)
Sei A € C™*" eine requlire Matriz, dann ezistieren eine unitire Matrix @ € C™*™
und eine rechte obere Dreiecksmatric R € C™*" derart, dafs

A=QR
gilt.
Beweis:
Wir fithren den Beweis, indem wir sukzessive fiir kK =1,...,n die Existenz von Vektoren
qi,. .. 7qk < Cn mit
(g;,q;)2 = 0ij firij=1,....k (3.3.1)

und

span{qy,...,q;} = span{ai,...,ar} (3.3.2)

nachweisen, wobei a; (1 <j <k) den j-ten Spaltenvektor der Matrix A darstellt.
Fiir k=1 sind die beiden Bedingungen wegen a; € C"\ {0} mit

ai

— 3.3.3
lasla (3.33)

q,

erfiillt.

Seien nun qq,...,q, mit k € {1,...,n — 1} gegeben, die die Bedingungen (3.3.1) und
(3.3.2) erfiillen, dann l#8t sich jeder Vektor

Q)41 €span{ay,...,ar11} \ span{qy,...,q;} (3.3.4)

in der Form

k
Qri1 = Ckt1 <Gk+1 - Z%%) (3.3.5)

i=1
mit cx41 # 0 schreiben. Motiviert durch
(Qry1:95)2 = crpr [(@rg1,q;)2 — ¢ firj=1,...k

und der Zielsetzung der Orthogonalitét setzen wir in (3.3.5) ¢; := (@k+1,9;)2 fir @ =
1,...,k und erhalten hierdurch die Gleichung

k
(Qk+1,Qj)2 = Ck+1 l(akﬂ,qj-)z Z(ak+1aqi)2(Qi,qj)2]
i=1

= cpr1l(ak+1,9;)2 — (akt1,9;)2] =0firj=1,... k. (3.3.6)

Da A regulir ist, gilt ap4+1 & span{q,...,q;}, so dal

k

qk+1 = Qg41 — Z(akﬂ,qi)zqi 7é 0
i=1
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folgt. Mit
1

Ck+1 = ~
@hrall2

ergibt sich [|qy,||2 =1, so da8 durch

k
1 1
di+1 = 1 <ak+1 - Z (@r+1,9;)s qi> (3.3.7)

~ qi = ||~
[@rgall2 " 1G5 111l =
wegen (3.3.6) der gesuchte Vektor vorliegt. Die Definition

Q=1(q1---9,)

mit qy,...,q, gemif (3.3.3) respektive (3.3.7) und

i1 - Tin

Id;l2 fiir k =1,
R = mit =
(ak,q;)2 firk>i

T"I’Ln

liefert somit
A=QR.

Die Losung des Gleichungssystems Az = b erhalten wir durch Riickwértsauflosen des
Gleichungssystems Rx = b = Q"b.

Seien die Spalten der Matrix A € C™*™, m > n linear unabhingig, dann folgt aus dem
obigen Beweis die Existenz einer Matrix @ € C™*™ , deren Spalten paarweise orthonor-
mal sind, und einer reguléren rechten oberen Dreiecksmatrix R € C"*" mit A= QR.
Erweitern wir @ zu einer unitiren Matrix Q € C™*™ | so folgt die Darstellung

a-a(®)

Zusammenfassend erhalten wir aus dem Beweis des obigen Satzes das Gram-Schmidt-
Verfahren fiir eine regulére Matrix A € R™*™ in der folgenden Form:
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Algorithmus Gram-Schmidt —

Fir k=1,....n
Firi=1,....k—1
rik =0
Fiar j=1,...n
Tik = Tik + GjiQjk
Firi=1,....k—1
Fiar j=1,...n
Ak ‘= Ajk — Tik Qg4
ree =0
Fir j=1,...n
Tkk ‘= Tkk + Gk Qjk
Tkk 1= \/Tkk
Fir j=1,...n
ajk = Qjk/Trk
Fur k=1,...n
by := 0
Fir i=1,...,n
b == b + airb;
Fir k=n,...,1
Fir i=k+1,...,n
br, == by — Thi;

T — b;ﬁ/rkk

3 Direkte Verfahren

Berechnung der

QR-Zerlegung

Matrixmultiplikation
b:=Q"b

Riickwirtselimination

z:=R'b
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Bei der Aufwandsanalyse der QR-Zerlegung nach Gram-Schmidt betrachten wir ledig-
lich den aufwendigen ersten Teil und vernachléssigen auch hier das explizite Losen des
Gleichungssystems. Somit erhalten wir

# Multiplikationen + # Divisionen + # Wurzeln

QnZn:(k—l)—i—ni:l—i- nil + i:l
k=1 k=1 k=1

k=1
~ ~ - N~ 7 N~~~
Multiplikationen Divisionen =~ Wurzeln
n n%(n+1) 3 9
= 2n> k+n=2 5 +n=n’+n*+n.
k=1

Fiir groe n ist der Aufwand somit ungefihr dreimal so hoch wie beim Gauf-Algorith-
mus.

Die numerische Problematik des Gram-Schmidt-Verfahrens liegt im Auftreten von Run-
dungsfehlern, die zu Ausloschungseffekten und folglich zu einer ungeniigenden Orthogo-
nalitét der Vektoren qq,...,q, filihren konnen. Zur Verbesserung betrachten wir zwei
Varianten des Verfahrens.

Variante I: Das modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren

Grundidee: Nach der Berechnung des k -ten Spaltenvektors g;, der unitdren Matrix
Q@ werden die Vektoren agy1,...,a, der Matrix A derart modifiziert,
daf} sie senkrecht auf allen Spaltenvektoren gqq,...,q; stehen.

Durchfithrung: Sei A = (a;...a,) € R™*"
1. Schritt: Setze a,(ﬁl) =aifirk=1,...n.

2. Schritt: Fir k=1,...,n

e
k- k
a2
a§k+1) = agk) - (a;k),qk)qu firj=k+1,...,n

Der Rechenaufwand des modifizierten Gram-Schmidt-Verfahrens ist identisch zum ur-
spriinglichen Algorithmus. Vergleichen wir beide Methoden, so kann sich eine Verénde-
rung friithestens fiir n = 3 ergeben.
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Fir A= (a1,a2,a3) = (a{"”,al"”,a{") € R¥3 folgt:

Gram-Schmidt-Verfahren Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren

a a(l)
9, = ! q9, = !
a2 laf"l2
2 1 1
ag) = aé)*<aé)7‘h)2‘h
2 1 1
o = o - (a0a) @
a; = az—(a2,q;),q
q = a2 q, = aéz)
C lael S P
3 2 2
ag) = af) (aé )aqz) q;
a3 = a3—(as,q;),q,
— (a3,92), 5
q = s qs = agg)
3 = . 3 = ’
a2 a5

Hieraus ergibt sich der Zusammenhang

0 = o) ) (o) 0,0

= dd + ((a37q1)2q1,q2)2 qs,

so daf8 der Unterschied im Vektor ((as,q1)2q1,92), g liegt, der bei exakter Arithmetik
verschwindet.

Variante II: Gram-Schmidt-Verfahren mit Nachorthogonalisierung

Grundidee: Nach der Berechnung des unnormierten k-ten Spaltenvektors q; wird
dieser beziiglich qq,...,q;_; orthogonalisiert und anschlieSend nor-
miert.

Durchfithrung: Sei g, der unnormierte Vektor, dann setze
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k—1
q, = qk_z:l([]k’qi)qu
=
q
4 = 5 .-

gy ll2

Zusitzlich miissen die Koeffizienten der Matrix R durch
PR =i+ (@gg)2 firi =1, k=1

modifiziert werden.

Der Rechenaufwand ist im Vergleich zum urspriinglichen Gram-Schmidt-Verfahren etwa
doppelt so hoch.

Satz 3.14 (Eindeutigkeit der QR-Zerlegung)
Sei A € C™*"™ reguldr, dann existiert zu je zwei QR-Zerlegungen

QR =A=Q,R; (3.3.8)
eine unitire Diagonalmatric D € C™*™ mit

Q,=Q,D und Ry;=DR,.

Beweis:
Mit D = Q5Q; liegt wegen Lemma 2.27 eine unitéire Matrix vor, und es gilt

Q. =Q,D.
Da A regulir ist, sind auch R; und Ry regulir, und wir erhalten mit (3.3.8)
D =Q;Q, = R:R; .

Lemma 3.4 in Kombination mit Lemma 2.26 und Lemma 2.27 besagt, dafl D eine
rechte obere Dreiecksmatrix darstellt. Da D zudem unitér ist, stellt D sogar eine
Diagonalmatrix dar.

Korollar 3.15 Sei A € C™*"™ regulir, dann existiert genau eine QR-Zerlequng der
Matriz A derart, daf$ die Diagonalelemente der Matrix R reell und positiv sind.

3.3.2 Die QR-Zerlegung nach Givens

Wir beschrinken uns auf den Fall einer Matrix A € R™*™ . Die Idee der Givens-Methode
liegt in einer sukzessiven Elimination der Unterdiagonalelemente. Beginnend mit der er-
sten Spalte werden hierzu die Subdiagonalelemente jeder Spalte in aufsteigender Reihen-
folge mittels orthogonaler Drehmatrizen annulliert.

Gehen wir zum Beispiel von der Matrix
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*
0
0 *
0 0 *
A = * e R*X"
0
% — j-te Zeile
0 ... 0 x
i-te Spalte
aus, das heift, es gilt
ae =0 Ye{l,....i—1}mitl<ke{l,...n} (3.3.9)
Aiylg = . = Qj—1,4 = 0 (3310)
und aj; # 0. Dann suchen wir eine orthogonale Matrix
1
1
gi 0 - 0 gy
0 1 0
0 1 0
gje 0 - 0 gy
derart, dafl fiir N
A=Gj;A
neben
are =0 Ve{l,...i—1tmitl{<ke{l,...,n}, (3.3.11)
und
C~L1‘+17i = = &3_171‘ =0 (3.3.12)
auch
aj; =0 (3.3.13)

gilt.
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Zunéchst unterscheidet sich A von A lediglich in der 7-ten und j-ten Zeile, und es
gilt fir £=1,...,n

Qi = GiiQie + GijQje

Qj¢ = G5iQie + Gjjase-
Mit (3.3.9) folgt ai =aj, =0 fir £ <i<j,sodal

Qg =a;0=0 fir £=1,...0—1

gilt und folglich die Forderungen (3.3.11) und (3.3.12) erfiillt sind. Wohldefiniert durch

aj; # 0 setzen wir
@i

9ii = 955 =
2 2
\/aii + aj;
_ _ Aji
9i5 = —9ji = ) -
\/am‘ +aj;

Somit stellt Gj; eine orthogonale Drehmatrix um den Winkel a = arccosg;; dar, und
es gilt

und

@i i
Jt 1
ai; +

2 2 2 | 9
\/am' +aj; \/am‘ +aj;

Definieren wir Gj; = I im Fall einer Matrix A, die (3.3.9) und (3.3.10) geniigt und
zudem aj; = 0 beinhaltet, dann haben wir mit

Elji = — aj; = 0.

1 i+1
Q=[] [IGi=Gunn1--- - Gs2-Gny-...-G31-Ga

i=n—1j=n

eine orthogonale Matrix, fiir die B
R=QA

~T
eine obere Dreiecksmatrix ist. Mit Q = Q  folgt

A=QR.

Bei der Givens-Methode haben wir die Moglichkeit, das Gleichungssystem Ax = b mit-
tels eines QR-Verfahrens ohne explizite Abspeicherung der orthogonalen Matrix zu 16sen.

Wir ergénzen die Matrix A um die rechte Seite b gemifl a,+1; = b und erhalten:
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Algorithmus Givens-Methode —

Fir ¢=1,...m—1

Fir j=¢41,...,n

Fir k=4,...n+1

t 1= ca;k + sajk
K k=1

il =1

Ajk ‘= —SQik + Cajk

Qjq = 0
Fir ¢ =mn,...,1
Fir j=i4+1,...,n
Aint1 = Aipt1 — AijTj

Ti 1= Qg g1/ Qi

3 Direkte Verfahren

Bei der Givens-Methode ergibt sich ohne Beriicksichtigung der rechten Seite b und des
expliziten Auflosens des Gleichungssystems durch Riickwirtseinsetzen der folgende Re-

chenaufwand fiir eine vollbesetzte Matrix:

# Multiplikationen + # Divisionen + # Wurzeln

n—1 n—1 n—1
< D {2—i)+An—i)n—i+)}+ D (n—i)+ > (n—i)
i=1 i=1 i=1
~ ~ PR ~ PR ~ -
Multiplikationen Divisionen ‘Wurzeln

4 10
3n3 +2n? — 3 n.
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3.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1:
Man berechne die LR-Zerlegung der Matrix
1 4 5
A = 1 6 11
2 14 31

und 16se hiermit das lineare Gleichungssystem Ax = (17, 31, 82)T .

Aufgabe 2:
Gegeben ist das lineare Gleichungssystem Aax = b mit

a=(s5) »=(5)

(a) Fiir welche Werte von « und f besitzt dieses Gleichungssystem

(1) eine eindeutige Losung,
(2) keine Losung,
(3) unendlich viele Losungen ?

(b) Fiir den Fall, dass Az = b eindeutig lsbar ist, gebe man die Lésung in Abhéingig-
keit von den Parametern «,( an.

Aufgabe 3:

Beweisen Sie, dass zu jeder symmetrischen, positiv definiten Matrix A € R™*"™ genau
eine untere Dreiecksmatrix L € R™ ™ mit positiven Diagonalelementen existiert, fiir
welche A = LL” gilt.

Aufgabe 4:
Man berechne die QR-Zerlegung der Matrix

A=)

und 16se hiermit das lineare Gleichungssystem Az = (16, O)T.

Aufgabe 5:
Gegeben sei die Matrix

1 3 4 1
2 7 a 4
A= 1 4 6 1
34 9 0

(a) Fiir welchen Wert von @ besitzt A keine LR-Zerlegung.
(b) Berechnen Sie eine LR-Zerlegung von A im Existenzfall.

(c) Fiir den Fall, dass A keine LR-Zerlegung besitzt, geben Sie eine Permutationsma-
trix P derart an, dass PA eine LR-Zerlegung besitzt.
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Aufgabe 6:

Gegeben sei eine reguldre Matrix A € R™*™ mit Bandbreite d, das heifit es gilt
A = (a45)ij=1,...n mit a;; = 0 fir |i — j| > d. Zudem seien alle Hauptabschnitts-
determinanten von A ungleich Null.

Zeigen Sie: Bei der LR-Zerlegung von A bleibt die Bandstruktur erhalten, d.h. L und
R besitzen die Bandbreite d .

Aufgabe T7:
Gegeben sei die Tridiagonalmatrix

a; C2
b1 as
A, = , ¢ :=0, b, :=0.
. . n
bnfl Gnp

Zeigen Sie, dass unter den Voraussetzungen

|bj|+|Cj| < \aj\ und |bj| < |aj|, i=1....n
eine LR-Zerlegung von A,, in der Form

1 B1 e

L, = B und R, =
N . N . . . . Cn
Qp—1 1 ﬂn
existiert. Geben Sie eine Rekursionsformel zur Berechnung der a; und §; an.
Hinweis: Zeigen Sie induktiv: |a;| <1, j=1,....,n—1 und |5;/>0, j=1,...,n.

Aufgabe 8:

Es sei A € C*"*™ reguldr und es gelte A = QR , wobei Q@ € C"*™ unitér ist und
R ¢ C™™™ eine rechte obere Dreiecksmatrix darstellt. Es bezeichne a; € C" bzw.
q; € C" den j-ten Spaltenvektor von A bzw. Q, j=1,...,n. Zeigen Sie:

span{ay,...,a;} = span{q,...,q;} firalle j=1,....n.

Aufgabe 9:
Berechnen Sie eine Cholesky-Zerlegung der Matrix
9 3 9
A = 3 9 11
9 11 17

und 16sen Sie hiermit das lineare Gleichungssystem

24
Ax = 16
32
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Aufgabe 10:
(a) Gegeben sei die Matrix

. A A nxn
A= ( 0 Aoy ) eR

mit A, € R™>™i 4 = 12 wobei m; +mg =n und det Ay, # 0, i =12
gilt. Man zeige, dass A invertierbar ist und bestimme eine Blockdarstellung der
Inversen A™1.

(b) Unter Benutzung geeigneter Blockbildungen berechne man die Inverse von

&

I
S OO N
OO = Ot
OO N W
O = o =
—_ O = = O

Aufgabe 11:

Gegeben seien eine symmetrische Matrix A,_; € R(®=1D*(=1) ynd eine untere Dreiecks-
matrix L, ; € RO=DX("=1) mit positiven Diagonalelementen, die L, L. | = A,_;
erfiille. Weiter seien b € R"~! ein Spaltenvektor, o € R und

L A’ﬂfl b nxn
A, = < b7 o > eR

symmetrisch und positiv definit. Zeigen Sie, dass ein Vektor ¢ € R"~! und eine positive
reelle Zahl [ existieren, so dass

L,, 0 LY | ¢
ae (B 5) (55 5)

gilt.

Aufgabe 12:
Gegeben sei die Matrix

1 4 7
A = 2 a f
0o 1 1

Unter welchen Voraussetzungen an die Werte «,0 € R ist die Matrix regulédr und besitzt
zudem eine LR-Zerlegung. Geben Sie zudem ein Parameterpaar («,3) derart an, dass
die Matrix A reguldr ist und keine LR-Zerlegung besitzt.
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4 Iterative Verfahren

Die prisentierten direkten Verfahren stellen bei einer kleinen Anzahl von Unbekannten
oftmals eine effiziente Vorgehensweise dar. Praxisrelevante Problemstellungen (siche Bei-
spiele 1.1 und 1.4) fiihren jedoch hiufig auf grofie schwachbesetzte Gleichungssysteme. Die
Speicherung derartiger Gleichungssysteme wird gewohnlich erst durch die Vernachléssi-
gung der Nullelemente der Matrix, die teilweise iiber 99% der Matrixkoeffizienten darstel-
len, ermoglicht. Betrachten wir die erlduterte Diskretisierung der Konvektions-Diffusions-
Gleichung mit N = 500, so benétigen wir bei einem vorausgesetzten Speicherplatzbedarf
von 8 Byte fiir jede reelle Zahl etwa 10 Megabyte zur Speicherung der nichtverschwin-
denden Matrixkoeffizienten. Dagegen wiirde das Abspeichern der gesamten Matrix 500
Gigabyte beanspruchen.

Direkte Verfahren kénnen in der Regel die besondere Gestalt der Gleichungssysteme nicht
ausnutzen, wodurch vollbesetzte Zwischenmatrizen generiert werden, die einerseits den
verfiigharen Speicherplatz tiberschreiten und andererseits zu unakzeptablen Rechenzeiten
fithren (siehe Tabelle 3.1). Desweiteren entstehen solche Gleichungssysteme zumeist durch
eine Diskretisierung der zugrundeliegenden Aufgabenstellung, wodurch auch die exakte
Losung des Gleichungssystems nur eine Approximation an die gesuchte Losung darstellt.
Folglich erweist sich eine Ndherungslosung fiir das Gleichungssystem mit einem Fehler
in der Groflenordnung des Diskretisierungsfehlers als ausreichend. Hierzu eignen sich
iterative Methoden hervorragend.

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem der Form
Az =b (4.0.1)

mit gegebener rechter Seite b € C™ und regulirer Matrix A € C**™ . Iterative Verfahren
ermitteln sukzessive Ndherungen @,, an die exakte Losung A~'b durch wiederholtes
Ausfiihren einer festgelegten Rechenvorschrift

Tmt1 = O(xm,b) fir m =0,1,...

bei gewéhltem Startvektor xg € C™.

Bevor wir uns mit speziellen numerischen Methoden beschéftigen werden, wollen wir
in diesem Abschnitt zunéichst einige zweckdienliche Eigenschaften iterativer Verfahren
beschreiben.

Definition 4.1 Eine Iterationsverfahren ist gegeben durch eine Abbildung
¢p:C"xC*—-C"
und heifit linear, falls Matrizen M,IN € C™"*" derart existieren, dafl

¢(x,b) = Mx+ Nb
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gilt. Die Matrix M wird als Iterationsmatrix der Iteration ¢ bezeichnet.

Die Matrizen M und N werden hierbei eindeutig durch die Iterationsvorschrift festge-
legt.

Definition 4.2 Einen Vektor & € C™ bezeichnen wir als Fixpunkt des Iterationsverfah-
rens ¢ :C" x C" — C™ zu b € C", falls

x = ¢(z,b)
gilt.
Definition 4.3 Ein Iterationsverfahren ¢ heif3t konsistent zur Matrix A , wenn fiir
alle b e C* die Losung A™'b ein Fixpunkt von ¢ zu b ist. Ein Iterationsverfahren ¢

heifit konvergent, wenn fiir alle b € C* und alle Startwerte o € C" ein vom Startwert
unabhéngiger Grenzwert

= lim =z, = lim ¢(xm—_1,b)

m—0o0 m—0o0

existiert.

Die Konsistenz stellt eine notwendige Bedingung an jedes Iterationsverfahren dar, da
mit ihr ein sinnvoller Zusammenhang zwischen der numerischen Methode und dem Glei-
chungssystem sichergestellt wird. Bei einem inkonsistenten Algorithmus miifite der An-
wender die Iteration in einem geeigneten Moment abbrechen, da die exakte Losung keinen
stationdren Punkt der Iteration darstellt und sich die Folge der Naherungslésungen nach
Erreichen des Losungsvektors notwendigerweise wieder von diesem entfernen wird. Bei
einem linearen Iterationsverfahren kann die Konsistenz der Methode unmittelbar anhand
der verwendeten Matrizen M und IN bestimmt werden. Diese wesentliche Eigenschaft
wird durch den folgenden Satz belegt.

Satz 4.4 FEin lineares Iterationsverfahren ist genau dann konsistent zur Matriz A , wenn
M=I-NA

gilt.

Beweis:
Sei & =A"'b.

, = ¢ ¢ sei konsistent zur Matrix A .

Damit erhalten wir
z=¢(x,b)=Mz+ Nb= Mz + NAZ.

Da die Konsistenz fiir alle b € C™ gilt, ergibt sich unter Beriicksichtigung der Regularitét
der Matrix A die Giiltigkeit der obigen Gleichung fiir alle & € C™ , wodurch

M=I-NA

folgt.
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,<=“FEsgelte M=1I—-NA.
Dann ergibt sich

T=Mz+ NAxz = Mz + Nb = ¢(z,b),
wodurch die Konsistenz des Iterationsverfahrens ¢ zur Matrix A folgt.

Die Wahl M =1 und N = 0 zeigt bereits deutlich, daf die Forderung nach der Kon-
sistenz des Verfahrens zwar eine notwendige, jedoch keine hinreichende Bedingung zur
Festlegung praktikabler linearer Iterationsverfahren représentiert. Wir benétigen folglich
eine zusétzliche Forderung, um die Konvergenz der Methode gegen die gesuchte Losung
sicherzustellen.

Satz 4.5 Ein lineares Iterationsverfahren ¢ ist genau dann konvergent, wenn der Spek-
tralradius der Iterationsmatric M die Bedingung

p(M) <1

erfillt.

Beweis:
» = ¢ sei konvergent.

Sei A Eigenwert von M mit |A| = p(M) und @ € C"\{0} der zugehorige Eigenvektor.
Wiéhlen wir b = 0 € C", dann folgt fiir g = ca mit belichigem ¢ € R\ {0} die
Iterationsfolge

LT = (b(wm—l,b) =Mz, 1=...=M"xy=\"x.

Im Fall || > 1 folgt aus ||@,| = |A|™||xo| die Divergenz der Folge {@,}men -

Fiir |[A| =1 stellt M fiir den Eigenvektor eine Drehung dar. Die Konvergenz der Folge
{Zm}men liegt daher nur im Fall A\ = 1 vor. Hierbei erhalten wir x,, = x( fiir alle
m € N unabhingig vom gewihlten Skalierungsparameter ¢, so daf§ sich mit

= lim =z, = xg
m—0oQ

ein vom Startvektor abhéngiger Grenzwert ergibt und daher das Iterationsverfahren nicht
konvergent ist.

Die Bedingung |A| < 1 und damit p(M) < 1 stellt demzufolge ein notwendiges Krite-
rium fiir die Konvergenz des Iterationsverfahrens dar.

» <= Gelte p(M) < 1.

Da laut Satz 2.11 alle Normen auf dem C™ dquivalent sind, kann die Konvergenz in einer
beliebigen Norm nachgewiesen werden.

Sei e := 3(1 — p(M)) > 0, dann existiert mit Satz 2.35 eine Norm auf C™*" derart,
dafl
q=|M| <p(M)+e<1

gilt. Bei gegebenem b € C" definieren wir
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F. C"
T

-~ C"
% F(z) = Max + Nb.
Hiermit erhalten wir

|F(x) — F(y)l| = [[Mz — My|| < [[M]|/l|lz -yl = qllz —yl|,
so dafl aufgrund des Banachschen Fixpunktsatzes die durch
Tmi1 = F ()

definierte Folge {x,,} fiir ein beliebiges Startelement @y € C™ gegen den eindeutig

bestimmten Fixpunkt

meN
&= lim xpe1 = lim F(xy,) = lim ¢(xm,,b)

m—0o0 m—0o0 m—0o0
konvergiert und folglich mit ¢ ein konvergentes Iterationsverfahren vorliegt.

Natiirlich konnen analog zur Konsistenz auch Matrizen M und IN angegeben werden,
die ein konvergentes lineares Iterationsverfahren generieren, ohne in einem zweckméfiigen
Verhiltnis zum Gleichungssystem zu stehen (z. B. M =0, N = I). Erst das Zusam-
menwirken von Konsistenz und Konvergenz liefert eine geeignete Iterationsvorschrift.

Satz 4.6 Sei ¢ ein konvergentes und zur Matriz A konsistentes lineares Iterationsver-
fahren, dann erfillt das Grenzelement & der Folge

Ty = O(T—1,b) flrm=12,...

fiir jedes o € C™ das Gleichungssystem (4.0.1).

Beweis:
Mit Satz 4.5 konvergiert die Folge @.,, = ¢(xm—1,b) gegen den eindeutig bestimmten
Fixpunkt

F = 0(@b),

der wegen der Konsistenz des Iterationsverfahrens die Losung der Gleichung Ax = b
darstellt.

4.1 Splitting-Methoden

Splitting-Methoden zur Losung des Gleichungssystems (4.0.1) basieren auf einer Auftei-
lung der Matrix A in der Form

A=B+(A-B), BeC™, (4.1.1)

so daf} sich aus
Ax=0b

das dquivalente System
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Bx=(B-Ax+b

ergibt. Ist B zudem regulir, dann erhalten wir
x=BYB-Ax+B'b
und definieren hierdurch das lineare Iterationsverfahren
Tmt1 = O(Tm,b) = Mz, + Nb firm =0,1,...

mit

M :=B (B - A)
und

N:=B L.

Bevor wir Splitting-Verfahren hinsichtlich ihrer Konsistenz und ihres Konvergenzverhal-
tens untersuchen, werden wir mit der folgenden Definition den Begriff der symmetrischen
Splitting-Methode einfiihren. Solche Methoden erweisen sich bei der im Kapitel 5 be-
schriebenen Prikonditionierung symmetrischer, positiv definiter Matrizen als vorteilhaft,
da mit Hilfe der Iterationsmatrix symmetrischer Splitting-Methoden diese FEigenschaften
der Matrix auch iiber die dquivalente Umformulierung hinaus erhalten werden kénnen.
Folglich kénnen Methoden fiir positiv definite, symmetrische Matrizen, wie zum Beispiel
das im Abschnitt 4.3.1.3 hergeleitete Verfahren der konjugierten Gradienten, auch nach
der Prékonditionierung angewendet werden.

Definition 4.7 Die Splitting-Methode
Zmi1 =B (B - Az, +B'b

zur Losung der Gleichung (4.0.1) heifit symmetrisch, falls fiir jede positiv definite und
symmetrische Matrix A die Matrix B ebenfalls positiv definit und symmetrisch ist.

Satz 4.8 Sei B € C™"*"™ reqgulir, dann ist das lineare Iterationsverfahren
Zri1 = ¢(Xm,b) = B"H(B — A)x,, + B~'b

zur Matriz A konsistent.

Beweis:
Mit M =B '(B-A)=I-B 'A=1-NA folgt die Behauptung durch Anwendung
des Satzes 4.4.

Gilt fiir eine Splitting-Methode p(M) < 1, dann stellt das eindeutig bestimmte Grenz-
element der Folge
T = P(Tp—1,b) fiirm =1,2,...

fiir beliebigen Startvektor xy € C™ die Losung der zugehorigen Gleichung Ax = b dar.
Betrachten wir ein lineares Iterationsverfahren

:Bm:Mwm—l +Nbfurm: 1,2,...

mit p(M) < 1, dann existiert laut Satz 2.35 zu jedem e mit 0 < e < 1— p(M) eine
Norm derart, dafl
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gilt. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt die a priori Fehlerabschéitzung
|z — A7'b| < 1q |y — ol fir m = 1,2, ...
—q

Fiir jede weitere Norm || - ||, gilt

qm

Hmm - A_lb”a < 1—

Call®r — zolla
q

mit einer Konstanten C, > 0, die nur von den Normen abhéingt. Somit stellt der Spek-
tralradius in jeder Norm ein MaB fiir die Konvergenzgeschwindigkeit dar.

Satz 4.9 Sei ¢ ein zur Matric A konsistentes lineares Iterationsverfahren, fir dessen
zugehorige Iterationsmatric M eine Norm derart existiert, daff q := |M]| < 1 gilt,
dann folgt fiir gegebenes € > 0

|m — A_le <e

fir alle m € N mit

I €d—a)
N
- Ing

und rp = ¢(:I:0,b) 75 o .

Beweis:
Mit ||é(x,b) — ¢(y,b)|| < ¢ljx —y|| folgt mit der a priori Fehlerabschitzung des Banach-
schen Fixpunktsatzes die Ungleichung

m

Jem — A7 < T 21— 2ol
q

Zu gegebenem & > 0 erhalten wir unter Ausnutzung von x; # x( fiir

1 _
In e( 9
I s
Ingq
somit die Abschéitzung
e(l—q)
- qm r—T
e Bl TR [
—q 1
Gilt 0 <g<1 und §= ¢?, dann folgt
(jm q2m q2m
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Betrachtet man folglich zwei konvergente lineare Iterationsverfahren ¢; und ¢o deren
zugeordnete Iterationsmatrizen M, und M, die Eigenschaft

p(My) = p (M)

erfiillen, dann liefert Satz 4.9 eine gesicherte Genauigkeitsaussage fiir die Methode ¢; in
der Regel nach der Hélfte der fiir das Verfahren ¢o benétigten Iterationszahl. Innerhalb
eines iterativen Verfahrens dieser Klasse darf daher mit einer Halbierung der benétigten
Iterationen gerechnet werden, wenn der Spektralradius beispielsweise von 0.9 auf 0.81
gesenkt wird.

Beispiel 4.10 Triviales Verfahren
Wir betrachten das Modellproblem

(4.1.2)

7 N
|
o o
[NCEEN|
|
e e
[SAESN
W
[ —
3 8
N =
~_
Il
7 N
o o
w w
~

»

i

8

i {
\
/

o

id
\

Die exakte Losung lautet A~'b = (1,1)” . Natiirlich besteht fiir dieses Gleichungssystem
keine Notwendigkeit zur Nutzung eines iterativen Verfahrens. Das Beispiel eignet sich
jedoch sehr gut zur Verdeutlichung der Effizienz der einzelnen Splitting-Methoden. Mit
A=1—(I—- A) folgt die Aquivalenz zwischen Az = b und

z=(I—-Ax+b.

Hierdurch ergibt sich das einfache konsistente und lineare Iterationsverfahren

LTm+1 = (b(wm,b) = (I - A) Ty +
N~ N 7
M:= N:=
Es gilt det(M — AI) = (A — 0.4)% — 0.09, so daf3 die Eigenwerte der Iterationsmatrix
A1 = 0.1 und Ay = 0.7 sind und damit das Verfahren (4.1.3) mit p(M) = 0.7 < 1
konvergiert. Sei zp = (21, — 19)7 | dann erhalten wir den in der folgenden Tabelle
aufgefithrten Konvergenzverlauf.

b. (4.1.3)

Triviales Verfahren

m Tm.1 T2 Em = ||Tm — A7'B|| Em/Em—1
0 2.100000e4+01 -1.900000e+01 2.000000e4-01

10 8.116832¢-01 8.116832e-01 1.883168e-01 7.000000e-01
40  9.999958e-01 9.999958e-01 4.244537e-06 7.000000e-01
70  1.000000e-00 1.000000e-00 9.566903e-11 7.000002e-01
96  1.000000e-00 1.000000e-00 8.881784e-15 6.956522e-01

Der Konvergenzverlauf zeigt, dafi eine derartig primitive Wahl der Iterationsmatrix in der
Regel zu keinem zufriedenstellenden Algorithmus fithren wird. Die Entwicklung effektiver
Splitting-Methoden korreliert mit der gezielten Festlegung der Matrix B, die einerseits
leicht invertierbar sein mufl und andererseits eine gute Approximation der Matrix A mit
dem Ziel p(M) < 1 darstellen soll.
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4.1.1 Jacobi-Verfahren

Das Jacobi-Verfahren zur iterativen Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b
mit regulirer Matrix A € C™*™ setzt nichtverschwindende Diagonalelemente a;; # 0,
i =1,...,n der Matrix A voraus, so dafl mit D = diag{aii,...,an,} eine regulire
Diagonalmatrix vorliegt. Der Grundidee der Splitting-Methoden folgend, schreiben wir
das lineare Gleichungssystem Ax = b in der dquivalenten Form

x=D 1(D—A)a:+pvib.

N~ ~ -
MJZ: NJ:Z

Mit Satz 4.8 ist das hiermit definierte lineare Iterationsverfahren
Zmi1 =D YD — A)x,, + D'bfir m =0,1,2,... (4.1.4)

konsistent zur Matrix A , und wir erhalten die Komponentenschreibweise

n
1 ,
Tm+1,i = B bi— E Qi Tm,j fiir i = 1,...,’[7, undm:O,l,Q,....
i1 :
j=1

i

Beim Jacobi-Verfahren wird die neue Iterierte x,,+1 somit ausschlieflich mittels der
alten Iterierten x,, ermittelt. Die Methode wird aus diesem Grund auch als Gesamt-
schrittverfahren bezeichnet und ist folglich unabhéngig von der gewihlten Nummerierung
der Unbekannten « = (z1,...,2,)7 . Da es sich um eine Splitting-Methode handelt, ist
die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens einzig vom Spektralradius der Iterationsmatrix
M; = Dil(D — A) abhingig. Dieser Wert kann laut Satz 2.34 durch jede beliebi-
ge Matrixnorm abgeschétzt werden, wodurch sich die Konvergenz des Verfahrens ohne
Berechnung der Eigenwerte anhand der Groéfle der Matrixkoeffizienten tiberpriifen 148t.

Satz 4.11 Erfillt die requlire Matrix A € C**™ mit a; 20, i =1,...,n das starke
Zeilensummenkriterium

=1, ’nk 1 |a”|

ki
oder das starke Spaltensummenkriterium
— |air]
q1 ‘= max <1

k=1,...,n 4 |am-|
=1
i£k

oder das Quadratsummenkriterium

n 2
a;
=Y <| k') <1,

ik=1 i
itk

dann konvergiert das Jacobi-Verfahren bei beliebigem Startvektor xo € C" und fiir be-
liebige rechte Seite b € C* gegen A™'b.
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Beweis:
Wegen
M;=DYD- A)

folgt
Goo = [ M jlloo, @1 =|Myli und 1> ./q2>|Mj|2,

wodurch sich die Behauptung durch Anwendung des Satzes 4.5 auf der Grundlage
p(M 5) < min{[|M jlloo, | M j|[1,[| M s]]2} < 1

ergibt.

Bemerkung:
Eine Matrix, die das starke Zeilensummenkriterium erfiillt, wird als strikt diagonaldomi-
nant bezeichnet.

Hiufig treten in praktischen Anwendungen Matrizen auf, die keiner der drei in Satz 4.11
aufgefithrten Konvergenzkriterien geniigen. Einen bekannten Reprisentanten stellt die
innerhalb des Beispiels 1.1 bei der Diskretisierung der Poisson-Gleichung hergeleitete
Matrix dar. Dennoch kann fiir derartige Gleichungssysteme die Konvergenz des Jacobi-
Verfahrens nachgewiesen werden. Wie wir sehen werden, liegt die entscheidende Eigen-
schaft dabei in der Irreduzibilitdt der Matrix begriindet.

Definition 4.12 Eine Matrix A € C™*™ heifit reduzibel oder zerlegbar, falls eine Per-
mutationsmatrix P € R"*" derart existiert, daf3

PAPT —_ All 1?12
0 Ay

mit A;; € Crixni | p, > 0, i=1,2, ny +ne =n gilt. Andernfalls heifit A irreduzibel
oder unzerlegbar.

Die Reduzibilitéit ist somit ausschliellich von der Besetzungsstruktur der Matrix und
nicht von den absoluten Werten der Matrixkoeffizienten abhingig. Zudem haben die
Diagonalelemente keinen Einfluf auf die Reduzibilitét.

Satz 4.13 Sei die regqulire Matrix A € C™*™ irreduzibel und diagonaldominant, das
heifst, es gilt

|aij]

ma <1, 4.1.5
i:Lu)f’ﬂZ \am\ - ( )

Jj=1

J#

und es existiere ein k € {1,...,n} mit

|ak1
4.1.6
Z an| < (4.1.6)

J#k

dann konvergiert das Jacobi-Verfahren bei beliebigem Startvektor xg € C* wund fir jede
beliebige rechte Seite b € C* gegen A~'b.
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Die Grundidee des Satzes liegt in einer graphentheoretischen Uberlegung: Bezeichnen
wir mit G4 := {VA EA} den gerichteten Graphen der Matrix A, der aus den Kno-
ten VA :={1,...n} und der Kantenmenge geordneter Paare E4 := {(i,j) € VA x
VA a;; # 0} besteht. Eine Matrix A ist genau dann irreduzibel, wenn der zugehori-
ge gerichtete Graph G4 zusammenhingend ist, das heifit, wenn es zu je zwei Indizes
io =iy¢=j € VA einen gerichteten Weg der Linge ¢ € N

(0,01)(41,92) - - - (p—1,i¢)

mit (ip,ipr1) € EA fir k=0,...,0—1 gibt.

Ist
em =Tm — A'b

der Fehlervektor der m-ten Iterierten des Jacobi-Verfahrens, dann folgt mit (4.1.5)
lem+1,i] < |leml|loo fiir ¢ =1,...,n, und mit (4.1.6) existiert ein k € {1,...,n} mit

lem+1,k] < vllem oo mit y < 1.

Hiermit folgt
|lemt2,5] < 7Vl[€m oo mit v <1

fir alle j € {1,...,n} mit (j,k) € B4, und aufgrund des zusammenhiingenden Graphen
gilt

lem+nlloo < Vllemlloo (4.1.7)
mit v < 1, wodurch sich die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens ergibt. Die Irreduzibi-
litdt der Matrix stellt somit sicher, dafl die Eigenschaft (4.1.6) bei diagonaldominanten
Matrizen spiitestens nach n Iterationen zu einer betragsméfigen Verringerung aller Kom-
ponenten innerhalb des Fehlervektors fithrt. Die Anzahl der benotigten Iterationen wird
hierbei durch den maximalen Wert der Lénge des jeweils kiirzesten gerichteten Weges
zwischen Zeilen, die der Ungleichung (4.1.6) geniigen, und Zeilen i € {1,...,n}, die die

Gleichung
Z lai| _

|a“|
J#l

erfiillen, bestimmt. Liegt eine vollbesetzte Matrix vor, die den Bedingungen des Satzes
4.13 geniigt, so ergibt sich die Ungleichung (4.1.7) spétestens nach zwei Iterationen.

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes 4.13.

Beweis:
Betrachten wir die Iterationsmatrix M ; = (m4j); j=1,...n des Jacobi-Verfahrens und
definieren |M ;| := (|mij|)i j=1,....n sowie y:=(1,...,1)T € R" | so gilt mit (4.1.5)

0< (|Myly); <y firi=1,...,n, (4.1.8)
und mit (4.1.6) existiert ein k& € {1,...,n} mit
0<(IMsly)e <y (4.1.9)

Aus (4.1.8) folgt (|M ;|™y); <y; fir ¢ =1,...,n und alle m € N. Existiert ein m € N
mit (|M ;|™y); < yj, so erhalten wir fiir alle m > m mit (4.1.5) die Ungleichung
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(IMs"y); <y;- (4.1.10)
Mit
tm .= Yy — |MJ|"Ly

und
T =#{ " #£0,i=1,...,n}
ergibt sich unter Verwendung von (4.1.9) und (4.1.10)

O<ri<r?<. <<t <

m—+1

Nun nehmen wir an, es gibe ein m € {1,...,n — 1} mit 7™ =71 < n und fithren

dieses zum Widerspruch.

0O.B.d.A. weise der Vektor t™ die Form

tm—<g>, ueRPfirl <p<n, undu; >0fiire=1,...,p

auf, dann folgt mit (4.1.10) und 7™ = 7m+!

= ( 8 >, veRP, undv; >0fiiri=1,...p.

M| | M|
M.l — | M 11
M| (le M|

mit |Mi1| € RP*P | dann ergibt sich unter Verwendung der Ungleichung (4.1.8)

v Mii|u
— gy My > My — My = (M = (1M :
(%) g~ My 2 [Mly ~ My = (M = ([

Mit u; > 0, ¢ =1,...,p erhalten wir aufgrund der Nichtnegativitit der Elemente der
Matrix |Mg;| die Gleichung
|M21| - 0,

wodurch M ; reduzibel ist. Da sich die Besetzungsstrukturen von M; und A bis auf
die Diagonalelemente gleichen und diese keinen Einflul auf die Reduzibilitdt haben, liegt
demzufolge ein Widerspruch zur Irreduzibilitdt der Matrix A vor. Somit folgt im Fall

7™ < n direkt
m—+1

O<ti<r?<...<tMm<r
fir m € {1,...,n — 1}, wodurch sich die Existenz eines m € {1,...,n} mit
0<(|IM|"y)i <yi
fir 4 =1,...,n ergibt. Hiermit erhalten wir

p(M 7)™ < p(M7) < [ M7 [loo < [[[M ] [oc <1

und folglich p(M ;) < 1.
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Beispiel 4.14 Fiir das Gleichungssystem Aw = g mit der aus der Diskretisierung
des Poisson-Problems resultierenden Matrix A (siehe (1.0.3)) konvergiert das Jacobi-
Verfahren bei beliebigem g € RV und uy € RY . Diese Behauptung belegen wir durch
den Nachweis der Voraussetzungen des Satzes 4.13. Zunichst erfiillt A das schwache
Zeilensummenkriterium, und es gilt

n
|au| 1 1
=+, <L
zz; |a11| 4 4

so daB} die Irreduzibilitdt der Matrix zu zeigen bleibt. Als ersten Schritt weisen wir die
Irreduzibilitét der in der Matrix A € RN XN” enthaltenen Submatrizen B € RVXN
nach. Seien 4,5 € VB gegeben. Aufgrund der vorliegenden Symmetrie der Matrix konnen
wir 0. B. d. A. i < j voraussetzen. Wegen ((,{ +1) € EB ¢ =1,....N —1 erhalten
wir durch
(i+1)(i+1i4+2)...(0 +k—1,5)

mit k = j —¢ einen gerichteten Weg von ¢ nach j, womit die Irreduzibilitat der Matrix
B folgt.

Wir kommen nun zur Matrix A : Seien i,j € V4 gegeben, wobei analog zur Matrix B
aufgrund der Symmetrie der Matrix A wiederum ¢ < j o. B. d. A. angenommen wird,
dann existiert stets eine eindeutige Darstellung der Indizes in der Form

i =11N +iy und i =0nN+ 72
mit 0 <i3 <j3 < N-—1 und is,jo € {1,...,N}. Gilt i; = j1, so existiert aufgrund
der Irreduzibilitdt der Matrix B ein gerichteter Weg von ¢ nach j. Im Fall 41 < j;

existiert zunichst ein gerichteter Weg von i nach j = i1N + jo < N2 — N. Wegen
(L+N)e EA fir I=1,... N2>~ N erhalten wir durch

(. +N)G+Nj+2N)...(j+ (k= 1)N,j)

mit k= j; —i; die Vervollstdndigung des gerichteten Weges von ¢ nach j.

Eine reduzible Matrix ergibt sich beispielsweise bei der Diskretisierung der Konvektions-
Diffusions-Gleichung im Grenzfall eines verschwindenden Diffusionsparameters. In diesem
Fall kann das entsprechende Gleichungssystem jedoch durch einfache Vorwiértselimination
gelost werden.

Beispiel 4.15 Fiir das Modellproblem (4.1.2)

0.7 —0.4 0.3
A= ( 0.2 05 )’b_ ( 0.3 )

liegt mit

der Nachweis der Konvergenz des Jacobi-Verfahrens vor. Die Eigenwerte der Iterations-
matrix
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MJ:Dl(D—A):(

8
AMo==
1,2 \/35a

8
p(M ) = \/35 ~ 0.4781

g O
Ok
N——

lauten

so daf}

folgt. Unter Verwendung des Startvektors xg = (21, — 19)T erhalten wir den folgen-
den Iterationsverlauf, der auch die im Vergleich zur Konvergenz des trivialen Verfahrens
(siche Beispiel 4.10) wegen p (M) ~ (p (I — A))® zu erwartende Halbierung der Itera-
tionsanzahl belegt.

Jacobi Verfahren

m Tm,1 Tm,2 Em = me - A_lb”oo Em/Em—l

0 2.100000e+01 -1.900000e+01 2.000000e+-01

15 9.996275e-01  1.000261e+00 3.725165e-04 5.714286e-01
30 1.000000e+00  1.000000e-00 4.856900e-09 4.000000e-01
45 1.000000e-00  1.000000e4-00 9.037215e-14 5.700280e-01
48 1.000000e+00  1.000000e-00 8.437695e-15 4.086022e-01

4.1.2 Gauf3-Seidel-Verfahren

Analog zum vorgestellten Jacobi-Verfahren wird auch beim GauB-Seidel-Verfahren ein
lineares Gleichungssystem Ax = b mit einer reguldren Matrix A € C™"*™ betrachtet, die
einen ebenfalls reguliren Diagonalanteil D = diag{ai1,...,ann} aufweist. Wir definieren
die strikte linke untere Dreiecksmatrix

. aij, 1>
L= (4;;)ij=1,.n mit £;= { Ojj sonst (4.1.11)
und die strikte rechte obere Dreiecksmatrix
. aij, <]
R = (rj)ij=1,.,n mit 7 :{ O,J sonst. (4.1.12)
Hierdurch erhalten wir das zu Ax = b dquivalente Gleichungssystem
(D+L)x=—-Rx+b (4.1.13)
und
x=—(D+L)'Rx+(D+L)"b.
~ ~ - ~ ~ -
Mgs:= Ngs:=
Somit gilt

MGS:(D+L)71(D+L*A):IngsA,

und das lineare Iterationsverfahren
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ZTmi1 = —(D+ L) 'Rz, + (D+ L) 'bfirm=0,1,... (4.1.14)

ist konsistent zur Matrix A .

Zur Herleitung der Komponentenschreibweise betrachten wir die ¢— te Zeile des Iterati-
onsverfahrens (4.1.14) in der Form gemifl Gleichungssystem (4.1.13)

7 n
Y Tty == Y GijTm + i
j=1

j=i+1

Seien xp,41; fir j=1,...,4—1 bekannt, dann kann z,,4;; durch

i—1 n
Trmt1, = al., b; — Z AijTm41,j — Z aijTm,; | furi=1,...,nund m =0,1,2,...
" j=1 j=it+1

(4.1.15)
ermittelt werden. Aus dieser Darstellung wird deutlich, dafl beim Gauf-Seidel-Verfahren
zur Berechnung der i-ten Komponente der (m + 1)-ten Iterierten neben den Kompo-
nenten der alten m-ten Iterierten x,, die bereits bekannten ersten ¢ —1 Komponenten
der (m + 1)-ten Iterierten @,,4; verwendet werden. Das Verfahren wird daher auch
als Einzelschrittverfahren bezeichnet und ist abhingig von der gewéihlten Nummerie-
rung der Unbekannten (z1,...,7,)T . Verglichen mit dem Jacobi-Verfahren wird beim
Gauf3-Seidel-Algorithmus mit D+ L eine bessere Approximation der Matrix A verwen-
det, wodurch ein kleiner Spektralradius der Iterationsmatrix und folglich eine schnellere
Konvergenz erwartet werden darf.

Satz 4.16 Sei die regulire Matriz A € C**™ mit a; # 0 fir i = 1,...,n gegeben.
Erfiillen die durch

i—1 | | n | 4|
p’_2|l.].|j+z |Z_].|fu”_1’2’ i
j=1 (%2 j=it1 (%2

rekursiv definierten Zahlen pq,...,p, die Bedingung

p:= max p; <1,

i=1,...,n

dann konvergiert das Gauf-Seidel- Verfahren bei beliebigem Startvektor xo und fiir jede
beliebige rechte Seite b gegen A™'b.

Beweis:
Unser Ziel ist der Nachweis [|[Mgg|loo < 1. Sei & € C" mit ||x|c = 1. Fiir

z:=Mgsx=—(D+ L) 'Rz

gilt
ij ij
Z; = — zZi — T;. 4.1.16
’ z_: (273 ’ _z: A5 I ( )
j=1 Jj=i+1

Somit folgt unter Verwendung von |||l =1 die Abschitzung
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n
|z1| < Z s3] =p < 1.
= laiil

Seien z1,...,7—1 mit |z;| <p;, j=1,...,i —1 < n gegeben, dann folgt fiir die i-te
Komponente des Vektors z mit (4.1.16)

i—1 n
s s
e < S 1l s el g
j=1 @il j=it+1 @il
Hieraus ergibt sich ||2z||cc <1 und damit aufgrund der Kompaktheit des Einheitskreises

die Abschéitzung
[Maslloo = sup [Maszlle <1,

xzeC
lle]loo=1

wodurch p(Mgs) < 1 gilt und die Konvergenz des Gauf-Seidel-Verfahrens vorliegt.

Beispiel 4.17 Wie bereits im Beispiel 4.14 betrachten wir die Matrix A gem#fl Beispiel
1.1. Mit p; =0 fiir alle j <0 erhalten wir

P = 41L+411<1’

IN

i i+ L+ <1firi=2,...,N,

pi < ApieNt ypic1t+ 4y <1firi=N+1,...,N?

und folglich die Konvergenz des Gauf3-Seidel-Verfahrens.

n
Strikt diagonaldominante Matrizen erfiillen wegen max > ||ZJ“ < 1 inhérent die Be-
1= ,m,njzl v
J#i
dingungen des Satzes 4.16, wodurch sich das folgende Korollar ergibt:

Korollar 4.18 Sei die requlire Matriz A € C**™ strikt diagonaldominant, dann kon-
vergiert das Gauj-Seidel-Verfahren bei beliebigem Startvektor xo und fiir jede beliebige
rechte Seite b gegen A™'b.

Beispiel 4.19 Die Matrix
0.7 —-04
A= ( -0.2 0.5 >
ist strikt diagonaldominant, wodurch die Konvergenz des Gauf-Seidel-Verfahrens sicher-
gestellt ist. Die zugehorige Iterationsmatrix

0 4
Mgs=—(D+L) 'R= ( : )
0 35
weist die Eigenwerte A\; =0 und Ao = 385 auf, so daf

8
p(Mgs) = p(M;)* = g5 ~ 0-22857
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gilt und mit etwa doppelt so schneller Konvergenz wie beim Jacobi-Verfahren gerechnet
werden darf. Fiir den Startvektor @o = (21, —19)" und die rechte Seite b= (0.3,0.3)"

erhalten wir diese Erwartung mit dem in der folgenden Tabelle aufgelisteten Konvergenz-
verlauf bestéitigt.

Gauf3-Seidel-Verfahren
Em = ||Tm — A71b|\OO
2.000000e+01

Tm,1 Tm,2 6m/gmfl

m
0 2.100000e+-01 -1.900000e+01
)

9.688054e-01

9.875222e-01

3.119462e-02

2.285714e-01

10 9.999805e-01  9.999922¢-01 1.946209e-05 2.285714e-01
15 1.000000e-00  1.000000e-00 1.214225e-08 2.285714e-01
20 1.000000e-00  1.000000e-00 7.575385e-12 2.285702e-01
25 1.000000e-00  1.000000e-00 4.551914e-15 2.204301e-01

4.1.3 Relaxationsverfahren

Wir schreiben das lineare Iterationsverfahren
Zmi1 =B ' (B—-A)x,+B'b

in der Form

Tyl = T + B7H(b— Az,y,). (4.1.17)
-

-~ 4
T =

Somit kann @,,+1 als Korrektur von @, unter Verwendung des Vektors r,, interpre-
tiert werden.

Beschriinken wir unsere Betrachtungen zunéchst auf Verfahren, die einen Gesamtschritt-
charakter aufweisen, so liegt das Ziel der Relaxationsverfahren in einer Verbesserung der
Konvergenzgeschwindigkeit der Methode (4.1.17) durch Gewichtung des Korrekturvek-
tors 7, . Wir modifizieren (4.1.17) zu

Tyl = Ty +wB (b — Az,,)

mit w € R*. Ausgehend von x,, suchen wir das optimale x,,;1 in Richtung 7., .

Bild 4.1 Berechnung der Iterierten beim Relaxationsverfahren

Optimal bedeutet im obigen Sinne, dafl der Spektralradius der Iterationsmatrix minimal
wird. Mit
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Tm+1 = Tm + WBil(b - Amm)
= I-wB'A)x,,+wB'b (4.1.18)
~ ~ - N~
M (w):= N(w):=

mufl w € RT folglich derart bestimmt werden, da p(M (w)) minimal wird, das heifit

w = arg min p(M (a)).

Der Gewichtungsfaktor w heifit Relaxationsparameter, und die Methode (4.1.18) wird
fir w < 1 als Unterrelaxationsverfahren und fiir w > 1 als Uberrelaxationsverfahren
bezeichnet.

Betrachten wir nun als zugrundeliegende Verfahren diejenigen, die auf einem Einzelschritt-
ansatz beruhen. Fiir diese Algorithmen ist die erwihnte Vorgehensweise zwar ebenfalls
durchfiihrbar, jedoch uniiblich. Die Relaxation wird bei diesen Methoden bei der Iterati-
on jeder Einzelkomponente beriicksichtigt. Die genaue Vorgehensweise wird am Beispiel
des Gauf3-Seidel-Verfahrens im Abschnitt 4.1.3.2 erldutert.

4.1.3.1 Jacobi-Relaxationsverfahren

Geméf (4.1.17) schreiben wir das Jacobi-Verfahren in der Form
Tmi1 = Ty + D7 (b— Ax,,) firm =0,1,....

Somit besitzt das Jacobi-Relaxationsverfahren die Darstellung

Tmil = T+ wD_l(b — Ax,,)
= I-wD 'A)x,+ wD ' bfirm=0,1,...,
~ ~ o N~ 7
My (w):= Nj(w):=

und wir erhalten die Komponentenschreibweise

W%

w n
Tm+1,i = Tm,i Tt (bz - Z az’jxm,j>
Jj=1

w n

(1 — w)xmvi + (bz — Z aijx,,LJ) fir i = 1, NN und m = 0,1, PN

i j=1
i

Satz 4.20 Die Iterationsmatriz des Jacobi-Verfahrens M j habe nur reelle Eigenwerte

A < ... < A\, mit den zugehdrigen linear unabhdngigen Figenvektoren i, ... w, , und

es gelte p(M ) < 1. Dann besitzt die Iterationsmatric M j(w) des Jacobi-Relazations-
verfahrens die Eigenwerte

wi=1—w+w\ firi=1,...n,
und es gilt

. 2
wopt = arg min p(M;(w)) =, A A
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Beweis:
Mit
fol(L +Ru; = M ju; = Nu; firi=1,....n

erhalten wir
Mjwu; = (I-wD 'Au
= ((1 *W)I*WDil(LJrR)) u;
= l-wHw)y; firi=1,...,n.

Da die Eigenvektoren w,...,u, linear unabhingig sind, existieren keine weiteren Ei-
genwerte. Fiir die Eigenwerte p;(w) =1—w+wX;, (i=1,...,n) der Iterationsmatrix
des Jacobi-Relaxationsverfahrens gilt mit w > 0

(@) < - < o).

A fas(Ar)

Bild 4.2 Verlauf der Relaxationsfunktionen f, in Abhéngigkeit vom gewahlten Relaxations-
parameter w

Betrachten wir die in der Abbildung 4.2 fiir verschiedene Relaxationsparameter w dar-
gestellte Relaxationsfunktion

fo: R — R
A B ) =1 —wtw),

so liegt die Idee nahe, den optimalen Relaxationsparameter durch die Bedingung

pn (W) = fur(An) = = fur (M) = —pa(W™)

zu bestimmen. Hierdurch erhalten wir aus
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(W) =1—-w"+w'\, = —(1—-w +w'A) = -1 (w")
unter Verwendung von p(M;) <1 die Darstellung
" 2
w =
2— X — A\

Beriicksichtigen wir f,(1) = 1 fiir alle w € R*, so gilt stets p,(w*) = —p1(w*) > 0.
Zum Nachweis der Optimalitit sei w > w* > 0. Somit folgt

> 0.

pw)=1—-w(l—-X\)<1l—-w"(1-X)=puWw) <0,
N N 7
>0

wodurch sich

p(M j(w)) = |pa(w)] > |p1 (W) = p(M 5 (w"))
ergibt. Eine analoge Aussage erhalten wir im Fall w < w* durch Betrachtung der Eigen-
werte fn(w) und p,(w*), so daf

W" = wopt = arg min p(M;(w))

folgt.

Gleichungssysteme, bei denen die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens eine um den
Nullpunkt symmetrische Eigenwertverteilung besitzt, liefern aufgrund des Satzes 4.20 den
optimalen Relaxationsparameter wope = 1. Folglich kann mit dem Relaxationsansatz in
solchen Fillen keine Beschleunigung des zugrundeliegenden Gesamtschrittverfahrens er-
zielt werden. Die betrachtete Modellgleichung (4.1.2) weist diese Eigenschaft auf, weshalb
auf eine Diskussion der Methode in Bezug auf diesen Sachverhalt verzichtet wird.

4.1.3.2  Gaujf$-Seidel-Relazxationsverfahren

Wir betrachten die Komponentenschreibweise des GauB-Seidel-Verfahrens (4.1.15) mit
gewichteter Korrekturvektorkomponente r,,; in der Form

w 1—1 n
Tmili = Tmit (bz‘ = 2 QijTmi1,j — D GijTm,j

i1 j=1 j=i
w i—1 n
= (1—wam:+ bi = 32 ijTmyr — Do QijTm,j
ii j=1 j=it1
fuir i=1,...,n und m =0,1,.... Hieraus erhalten wir

(I +wD 'L)yms1 = [(1 —w)I —wD 'R] x, +wD™'b,
wodurch
D' (D +wL)xy,1 =D '[(1-w)D—wR]x,, +wD b

und somit das Gauf3-Seidel-Relaxationsverfahren in der Darstellung

i1 = (D +wL) ' [(1 —w)D —wR]x,, +w(D +wL)™ b
~ ~ ~ ~ ~ ~
Mgs(w):= Ngs(w):=

folgt.
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Satz 4.21 Sei A € C""™ mit a; #0 fir i=1,...,n, dann gilt fir v € R

p(Mes(w)) = w11,

Beweis:
Seien Ag,...,\, die Eigenwerte von M gg(w), dann folgt

—

Ai = det Mgs(w)=det((D+wL) 1) det((1 —w)D — wR)

i=1

= det(D7!)det((1 —w)D)
= det(D)"! (1 —w)" det D
= 1-w)™

Hiermit ergibt sich
p(Mos() = max [\ > |1 -,

Der obige Satz besagt, dafl eine Wahl des Relaxationsparameters w < 0 stets zu einem
divergenten Verfahren fithrt, so dal die beim Relaxationsverfahren zunichst willkiirlich
geforderte Positivitdt des Relaxationsparameters an dieser Stelle im Kontext des Gauf3-
Seidel-Relaxationsverfahrens seine Begriindung findet. Analog beinhaltet der Satz die
Forderung w < 2. Beide Bedingungen fassen wir in dem folgenden Korollar zusammen.

Korollar 4.22 Das Gauf-Seidel-Relaxationsverfahren konvergiert hdchstens fir einen
Relazationsparameter w € (0,2) .

Satz 4.23 Sei A hermitesch und positiv definit, dann konvergiert das Gauj$-Seidel-
Relazationsverfahren genau dann, wenn w € (0,2) ist.

Beweis:
Aus der positiven Definitheit der Matrix A folgt a; € RT fiir ¢ = 1,...,n, wodurch
sich die Wohldefiniertheit des Gauf3-Seidel-Relaxationsverfahrens ergibt.

,» = “ Das Gauf}-Seidel-Relaxationsverfahren sei konvergent.
In diesem Fall ergibt sich w € (0,2) unmittelbar aus Korollar 4.22.

» <% Gelte we (0,2).
Sei A Eigenwert von Mgg(w) zum Eigenvektor & € C". Da A hermitesch ist folgt
L* = R und somit
(1-—w)D —wL)x = XD +wL)z.
Mit
2[1-—w)D-wL*] = (2—-w)D+w(—D —-2L")
= 2-w)D—-wA+w(L-L")

und

2(D+wLl) = (2—w)D4+w(D+2L)

= 2-w)D+wA+w(L—-L")



82 4 Tterative Verfahren

ergibt sich fiir den Eigenvektor = € C™
M2 —w)x*Dx + wr*Azx + wz* (L — L")x)
= 2xx*(D+wl)x
= 2z'[(1—w)D —wL|x
= (2—-w)x"Dzx —wx*Azx +wz* (L — L")x.
Unter Verwendung der imaginéren Einheit ¢ schreiben wir
2 (L-LYY=x"Lex —ax"L'x =x"Lx —x*Lx =i-s,s € R.

Zudem gilt
d = z*DxcRT,
a = x*Ax cRT,

so daf
AM(2 —w)d+ wa +iws) = (2 —w)d — wa + iws

folgt. Division durch w und Einsetzen von p = 2:}“ liefert
Apd+a+is) = pud — a+is.

Aus der Voraussetzung w € (0,2) erhalten wir u € Rt so daBl mit a,d € RT die

Ungleichung |pd +is — a| < |ud +is — (—a)| und daher die Abschétzung
A = |pd 4 is — al
 |pd +is+al

folgt. Da der Eigenwert beliebig aus dem Spektrum der Iterationsmatrix gewihlt wur-
de, erhalten wir die fiir die Konvergenz des Verfahrens notwendige und hinreichende
Bedingung

p(Mas(w)) < 1.

Zur Bestimmung des optimalen Relaxationsparameters erweisen sich konsistent geordnete
Matrizen als vorteilhaft, die daher mit der folgenden Definition eingefiihrt werden.

Definition 4.24 Seien L € C™"*"™ eine strikte linke untere und R € C"*" eine strikte
rechte obere Dreiecksmatrix, dann heifit die Matrix A = D + L + R € C"*" mit
reguldrem Diagonalanteil D konsistent geordnet, falls die Eigenwerte von

C(a) = —(aD 'L + o 'D™'R) mit a € C\ {0}

unabhéngig von « sind.

Beispiel 4.25 Jede Matrix A € C*"*" der Form

(I Ay
(a7
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ist konsistent geordnet. Es gilt

B 0 O [0 Ap
L—(A21 0) und R_<0 O)’

so dafl C(a) die Darstellung

Cla) = 0 —a A\ _ (I O 0 Ap I 0
B N o 0 “\ o -ar Ay O 0 —a'I

besitzt. Folglich ist A\ genau dann Eigenwert von C(«), wenn A Eigenwert von C(1) =
A —1T ist, wodurch sich die geforderte Unabhéngigkeit der Eigenwerte von der gewéhlten
Grofle o € C\ {0} ergibt.

Beispiel 4.26 Jede Tridiagonalmatrix

al b1
Co as b2
A: E(Cnxn
bn—l
Cn QA
mit a; # 0 fiir ¢ =1,...,n ist konsistent geordnet, denn es gilt
0 di
—1 62
Cl)=-D ' (L+R) =
. dn—l
Ly 0
mit d; = — ' fiir i = 1,....mn—1 und ¢; = ~% fir i = 2,...,n, so dafl mit der
a; a;
reguldren Matlrix ’
1
@
2
S(a) = . , aeC\{0}
an—l

die Gleichung S(a)C(1)S™'(a) = C(a) folgt.

Satz 4.27 Seien A € C"*" Fkonsistent geordnet und w € (0,2), dann ist pu € C\{0}
genau dann Figenwert von M ggs(w), wenn

)\:u—i—w—l

wpl/2

Eigenwert von M j ist.
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Beweis:
Sei p € C\{0}, dann gilt

(I +wD™'L)(pI — Mgs(w))
= u(I+wD'L)-D YD+ wL)&D +wL) (1 —w)D — le
Mgs(w)=

= (u—(Q—-w)I +wD ' (uL + R)

= (1= (=) +wp!2D7! (W20 + u'2R).

Mit det(I + wD ™ 'L) = 1 ist aufgrund der obigen Gleichung p € C\{0} genau dann
Eigenwert von M gg(w), wenn
det ((u — (1 —w)I +wp/?D7! (,ul/2L + ,u_1/2R>> =0

gilt, das heif3t
p=(1-w)
wpl/2
Eigenwert von —D ™! (,ul/2L + ,u_1/2R) ist. Mit der Vorausgesetzung, dafl die Matrix A
konsistent geordnet ist, stimmen die Eigenwerte der beiden Matrizen —D™* (,ul/ 2L+ p Y 2R)
und —D~!' (L + R) = M iiberein, wodurch die Behauptung des Satzes vorliegt.

Fiir konsistent geordnete Matrizen A € C"*" gilt somit
p(Mgs) = p(M ;)?,

wodurch das GauB-Seidel-Verfahren verglichen mit der Jacobi-Methode in der Regel die
Hiilfte an Iterationen bendtigt, um eine vorgegebene Genauigkeitschranke zu erreichen.
Desweiteren erhalten wir im Fall einer konsistent geordneten Matrix A stets

o(M;) = —o(My),

wodurch laut Satz 4.20 fiir derartige Matrizen keine Konvergenzbeschleunigung mittels
einer Relaxation des Jacobi-Verfahrens erzielt werden kann.

Satz 4.28 Sei A € C"*" konsistent geordnet. Die Eigenwerte von M ; seien reell,
und es gelte
pi=pMjy)<l.
Dann gilt
(a) das Gauf-Seidel-Relazationsverfahren konvergiert fir alle w € (0,2) .

(b) der Spektralradius der Iterationsmatric M gg(w) wird minimal fiir
2
Wopt = y
L 1

1—4/1—p?

14 /1 —p?

womit
P(MGS(Wopt)) =wopt —1 =

vorliegt.
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Beweis:
Seien A1,...,A\, € R Eigenwerte von M ;, dann ist mit Satz 4.27 p genau dann Eigen-
wert von M gs(w), wenn

 ptw-—1

A= €, ) (4.1.19)

wpl/?

gilt. Da die Matrix A konsistent geordnet ist, ist mit A € R auch —A Eigenwert von
M ; , wodurch das Vorzeichen in (4.1.19) keine Bedeutung besitzt. Wir kénnen daher die
Gleichung

Now?p = (p+w—1)> (4.1.20)

betrachten und 0.B.d.A. A > 0 voraussetzen.

Aus p(M ;) <1 folgt somit A € [0,1). Desweiteren betrachten wir aufgrund des Korol-
lars 4.22 stets w € (0,2) . Aus (4.1.20) erhalten wir die zwei Eigenwerte in der Form

1 1
= pF(w)) = 2,\%2 —(w—1)=+ )\w\/4>\2w2 — (w—1). (4.1.21)
Wir definieren )

g(w,A) == 4)\2 2 _(w-1).
Fiir gegebenes A € [0,1) lauten die Nullstellen dieser Funktion

2

+ +
— N .
v w 1++v1-— )2

(4.1.22)
Mit w € (0,2) kénnen wir w™ vernachldssigen und es ergibt sich w™(\) > 1 fiir alle
A €10,1). Zudem gilt fiir alle A € [0,1) und w € (0,2)

dg

Lo
aw(w,)\)f 2)\ w—1<0.

Wir erhalten die folgenden drei Féalle:

(1) 2>w>wh(N):
Die beiden Eigenwerte u*(w,\) und p~ (w,\) sind komplex, und es gilt

uF W] =l (W) =lw-1=w-1

(2) w=wT(N):

4
Aus (4.1.22) folgt A2 = = — wodurch sich
w

w2’
1
@) = @) = SNVt — -1 =202 =T w1

ergibt.
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(3) 0<w<wh(\):
Die Gleichung (4.1.21) liefert zwei reelle Eigenwerte

1 1
pE(w\) = 2/\2 2 (w—1) i/\w\/4)\2w2 —(w—-1)
;6 - ;,0 -
mit
max{ | (@A)~ ()]} = pt(wN).

Zur Bestimmung von p(M gs(w)) sind wir in allen drei Fillen nur an p*(w,\) interes-
siert. Damit betrachten wir fir A € [0,1)

pt(w,\) fiir 0 < w < wh(X)
(W) = (4.1.23)
w—1 fir wt(\) <w < 2.
Hiermit gilt fiir 0 <w <w™(A\) und X € [0,1)
o 9 1 3 Aw?
(W) = —l—w\/ Nw? — (w —I—)\w >0, (4.1.24)
O SV 2 \/ A20? — (W — )
- >0
>0
und wegen
2
WA 1
— 2,42 _ —1
w(w,\) ( 9 + \/4)\ w? — (w ))
folgt

0w -1
aﬂ(w,)\)—2<W)\+\/1)\2w2(wl)> )\-i-l 27
Oow 2 4 2 2\/}1)\2&}2—((4}—1)

~ ~ _
-~
. q(w,A):=
Wir schreiben
q(w,A) = )\\/4)\2w2 —(w—-1)+ 2)\2w -1
2\/}1)\2&;27(5‘)—1) N - o2 .
~ ~ - q1(w,\):= g2(w,\):=

>0

Fiir die Funktionen ¢; und g2 gilt hierbei fiir alle A € [0,1) und w € (0,w™()\))
¢1(w,A) >0 und  go(w,\) <O.

Desweiteren liefert

w?)\4 214

A
@)= + 3 —wX < “’4 1 wd? =[]
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die Ungleichung

o
Oow

Aus (4.1.23) erhalten wir zudem p(0,A) = 1 = u(2,A), so da |u(w,\)| < 1 fiir alle
A €[0,1) und w € (0,2) folgt, wodurch sich direkt p(Mgg(w)) < 1 ergibt. Fiir jeden
Eigenwert A wird |u(w,\)| minimal fiir wepy =w™ ().

(w\) <0 fiiralle A€[0,1) und w e (0Owh(N)).

Gleichung (4.1.23) liefert somit

p(Mes(wopt)) = |1(wWopt,p(M 1))

= wopt(p(My)) —1
(4.1.22) 2 1
144/1— p?

1—/1-p2

1+/1-p2
Bemerkung:
Da fiir alle A € (0,1)
) )
lim N(w,/\) =1 und lim N(w,/\) = —00 (4.1.25)
W\ Wopt ow w,wopt Ow

gilt, sollte w im Zweifelsfall eher grofier wopt als kleiner wqpy gewihlt werden.

Zudem liegt der optimale Relaxationsparameter fiir die den Voraussetzungen des Sat-
zes 4.28 geniigenden Matrizen im Intervall [1,2), weshalb dieses Relaxationsverfahren
auch als SOR-Methode (successive overrelaxation method) bezeichnet wird. Bei einem
gedédmpften GauB-Seidel-Verfahren (w < 1) spricht man hingegen auch von der succes-
sive underrelazation method.

Beispiel 4.29 Wir betrachten wiederum das Modellproblem Az = b mit
0.7 —-04 0.3
a=( s 05 ) v=(03)

Die Matrix A ist als Tridiagonalmatrix konsistent geordnet, und die Eigenwerte von

M;=-D YL+R)

8
Ao == R
1,2 \/356 )

so dafi p(M ;) < 1 gilt. Unter Verwendung dieser Eigenschaften liefert der Satz 4.28 die
Konvergenz des GauB3-Seidel-Relaxationsverfahrens

sind laut Beispiel 4.15

Tm4+1 = Mgs(w)wm + Ngs(w)b
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fir alle w € (0,2) . Der optimale Relaxationsparameter lautet

2
Wopt = ~ 1.0648
14+/1- 3

und liefert

Die Abbildung 4.3 zeigt den fir A = \/ 385 aufgetragenen Verlauf des Spektralradius in
Abhéngigkeit vom Relaxationsparameter. Desweiteren prisentiert die Tabelle den Kon-
vergenzverlauf des Gaufl-Seidel-Relaxationsverfahrens mit optimalem Relaxationspara-

meter beim Modellproblem unter Verwendung des Startvektors xo = (21, — 19)T .

0.8 - b

0.2 r N

0.0 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Bild 4.3 Spektralradius in Abhéngigkeit vom Relaxationsparameter

SOR-GauB3-Seidel-Verfahren

m Tm.1 T2 Em = ||Tm — A7'B|| Em/Em—1

0 2.100000e4+01 -1.900000e+01 2.000000e4-01

5  9.987226e-01 9.997003e-01 1.277401e-03 8.134709e-02
10 1.000000e-00 1.000000e-00 2.942099¢-09 7.205638e-02
15 1.000000e-00 1.000000e-00 4.884981e-15 6.727829¢-02

Die Abbildung 4.3 verdeutlicht nachdriicklich den Verlauf des Spektralradius in der Nédhe
des optimalen Relaxationsparameters, wodurch das analytisch ermittelte Verhalten un-
terstrichen wird.
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4.1.4 Richardson-Verfahren

Das Richardson-Verfahren basiert auf dem Grundalgorithmus
Tmi1 =T —A)x,, + b
(sieche Beispiel 4.10) und einer Gewichtung des Korrekturvektors
rm =b— Az,

mit einer Zahl © € C. Wir erhalten

i1 = ([~ OA)z,+ OL b (4.1.26)
M(0):= N r(0):=

oder in Komponentenschreibweise

n
Tmi1i = Tmi +Obi — Y aijm ;).
i=1

Lemma 4.30 Sei A € C"*™ mit 0(A) C R gegeben, und seien Amax = Am%ﬁ) A sowie
€o

Amin = min A, dann gilt fir alle ©® € R
A€o (A)
oc(Mgr(©®)) CR
und fir alle © € C

p(Mg(0)) = max{|l — OAnax|,|]1 — OAminl}-

Beweis:

Mit Mr(0) =I—-0A weisen alle Eigenwerte der Matrix M r(0) die Form p=1-0X\
mit A € o(A) auf. Mit ©® € R und o(A) C R sind alle Eigenwerte von M r(0)
reellwertig, und es gilt (M r(©)) CR.

Fiir gegebenes © € C betrachten wir die durch
p : [ab — R
A = p(A)=[1-06)]
definierte Funktion, die auf [a,b] kein lokales Maximum besitzt. Hiermit gilt

max p(A) = max{|1l — Oal,|1 — Ob|},
A€EJa,b]

und wir erhalten

p(MRr(©)) = max p(\) = max{|1 — OAninl,|1 — Olmax|} -
A€o (A)

In Anlehnung an das GauB-Seidel-Relaxationsverfahren werden wir mit den folgenden
zwei Sétzen den Konvergenzbereich der Richardson-Iteration in Abhéngigkeit vom Pa-
rameter © sowie dessen optimalen Wert O,y bestimmen.
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Satz 4.31 Seien A € C"*" mit 0(A) CRT und Apax = max A, Apin = min A,
AET(A) AET(A)
dann konvergiert das Richardson-Verfahren (4.1.26) fir © € R genau dann, wenn

2
0<O<

)\max

gilt.

Beweis:
» = “ Das Richardson-Verfahren sei konvergent.

In diesem Fall gilt mit Lemma 4.30
1> p(MR(@)) > |]- - @)\max| >1- @)\maxa

womit OApax > 0 und damit aufgrund des positiven reellen Spektrums von A die
Ungleichung © > 0 folgt. Weiter gilt

—1 < =p(MR(©)) < =[1 = OAnax| <1 = OAnax,
wodurch sich O\« < 2 und mit Apax > 0 die Abschitzung © < )\jax ergibt.
S e Sel 0<O < 2 .
Unter Verwendung von o(A) C R erhalten wir
—1<1—0Aax <1 —0Aqnin <1,
so daB mit Lemma 4.30

p(MRr(0)) =max {|1 — OAmin|,|]1 — OAmax|} < 1

folgt.
Satz 4.32 Sei A € C"*" mit 0(A)C RT, und gelten die Festlegungen Amin = )\mi(l}é) A
co
und Amax = )\ma&) A, dann wird der Spektralradius von M r(©) minimal fiir
€o
2
@o = 5
Pt Amin + Amax

und es gilt

)\max - Amin

Beweis:
Fiir © € C und X € RT folgt

11— 0) = (1 — ARe(0))? + (A\Im(0))? > (1 — ARe(©))?,

wodurch sich ©gp; € R ergibt. Seien desweiteren die Funktionen gmax, gmin : R — R
durch gmax(®) = |1 — OAmax| s gmin(©) = |1 — OAmin| gegeben, so kénnen wir unter
Beriicksichtigung von
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A

Gmaxy Ymin

1 1 2
®opt by S

Amax min Amax

Bild 4.4 Bestimmung des Parameters Oqpt .

Oopt = arg glelgp(M r(©)) = arg renelﬁp(M r(©)) = arg min max {9max(©),gmin(©)}

der Abbildung 4.4 die Bedingung

G)opt/\max -1=1- G)opt)\min

fiir das optimale © entnehmen, wodurch sich

2
Oopt =
Pt )\max + /\min
und N N
p<MR(@opt)) = )\Z:i + )\Ziz
ergeben.

Beispiel 4.33 Wir betrachten das bereits bekannte Modellproblem Ax = b mit
0.7 —04 0.3
A(-o.z 0.5) und b(o.s)'

0= det(A — \I) = (0.7 — \)(0.5 — \) — 0.08 = (A — 0.6)* — 0.09

erhalten wir die Eigenwerte A2 = 0.6 £ 0.3 und somit ein positives reelles Spektrum
o(A). Satz 4.31 liefert die Konvergenz des Richardson-Verfahrens fiir alle © € R mit
0<© < 2 =22. Mit Satz 4.32 ergeben sich

Mit

2 5
@°pt*0.9+0.3*3
und 0.9-03
Mp(Oopt)) = .~ = =05
p(M Rr(Oopt)) 0.9403 = 05

Fiir den iiblichen Startvektor xy = (21, — 19)T ergibt sich der in der folgenden Tabelle
aufgelistete Konvergenzverlauf:
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Richardson-Verfahren

m Tm,1 Tm,2 Em = me - Ailb”oo Em/Em—l

0 2.100000e+01 -1.900000e+01 2.000000e+-01

15 9.989827e-01  1.000203e-+00 1.017253e-03 8.333333e-01
30 1.000000e4-00  1.000000e-00 1.862645e-08 3.000000e-01
45 1.000000e-00  1.000000e+-00 9.473533e-13 8.331381e-01
52 1.000000e+00  1.000000e-00 4.662937e-15 3.157895e-01

4.1.5 Symmetrische Splitting-Methoden

Die bei den betrachteten Splitting-Methoden
X1 =B (B - Az, +B'b

vorliegende Matrix B kann als leicht invertierbare Approximation der Matrix A ver-
standen werden und stellt daher eine mogliche Prikonditionierungsmatrix fiir weitere
iterative Verfahren dar. Setzt ein iteratives Verfahren die Symmetrie und positive Defi-
nitheit der Matrix A voraus, so sollte auch das prikonditionierte System, zum Beispiel
B 2AB 2y — B~1/2%,
~ ~ -~

A=

mit A eine symmetrische und positiv definite Matrix vorliegen haben.Um dieses Ziel zu
erreichen, sind symmetrische Splitting-Methoden interessant.
Satz 4.34

(1) Das Jacobi-Relazationsverfahren ist symmetrisch.
2) Das Richardson-Verfahren ist genau symmetrisch, wenn © € Rt gilt.
g ) g

(8) Das Gaufs-Seidel-Relazationsverfahren ist nicht symmetrisch.

Beweis:

Sei A =D+ L+ R eine positiv definite und symmetrische Matrix, dann gilt a;; > 0 fir
i =1,...,n, so dafl neben der Richardson-Methode auch die Jacobi- und Gauf}-Seidel-
Verfahren wohldefiniert sind.

(1) Bj(w) = iD = idiag{an, .. yGpp} ist symmetrisch und mit w,a; € RT fiir
i=1,...,n zudem positiv definit.

(2) Mit Bg(©) = & I ist das Richardson-Verfahren genau dann eine symmetrische
Splitting-Methode, wenn © € RT gilt.

(3) Das GauB-Seidel-Relaxationsverfahren ist unabhéngig von einer speziellen Wahl
des Relaxationsparameters w € (0,2) keine symmetrische Splitting-Methode, da
die Matrix Bgg(w) = ! (D +wL) fiir alle L # 0 unsymmetrisch ist.
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Wir wollen im folgenden am Beispiel des GauB-Seidel-Relaxationsverfahrens eine Moglich-
keit der Symmetrisierung unsymmetrischer Splitting-Methoden vorstellen. Entspreche
A =D+ L+ R der iiblichen Zerlegung der Matrix A , dann definieren wir mit

Tmi1=—(D+R)"'Lx, +(D+R)'bfirm=0,1,...
~ ~ - ~ ~ -
MRGS = NRGS =

das riickwirts durchgefiihrte Gaufl-Seidel-Verfahren. Die Komposition der beiden Gauf3-
Seidel-Verfahren entspricht der Durchfiihrung zweier aufeinanderfolgender Iterationvor-
schriften. Durch eine Zusammenfassung der beiden Einzelschritte zu einem Iterations-
schritt erhalten wir mit

Tmiy1/2 = Mgszm + Ngsb

die Darstellung

Tmt+1 = MRrGsTmi1/2 + Nrasb = MRGsMcg T + &MRGSNGS + NRGSlh
~
Msgs := NS\G’S =

Fiir das hieraus entstandene symmetrische GauB-Seidel-Verfahren gelten folglich

Msgs = (-(D+R)"'L)(—~(D+L)"'R)

= (D+R)'LID+L) 'R
und

Nsgs = (-(D+R)™'L) (D+L)'+(D+R)™!
= (D+R)™' (I-L(D+L)™")
= (D+R)'DD+L) "

Analog erhalten wir das symmetrische Gauf3-Seidel-Relaxationsverfahren (symmetrisches
SOR-Verfahren = SSOR-Verfahren) als Kombination der relaxierten Einzelverfahren in
der Form
Tmi1 = Mscs(w)Tm + Nsgs(w)b
mit
Msos(w)= (D +wR)™ (1 —w)D —wL) (D +wL)™' (1 —w)D — wR)

und

Nsgs(w) =w(2—w)(D+wR)™'D(D +wL)™". (4.1.27)
Fiir jede positiv definite und hermitesche Matrix A € C"*™ existiert eine unitire Matrix
Q € C"*™ mit

D = Q*AQ = diag {dll, - adnn} mit d; > 0firi=1,...n.

Dann sei im folgenden stets
AV = Q' DYVQ = Qding {d1}",... a7} Q.

Im Fall einer positiv definiten, symmetrischen Matrix A € R™*™ ist Q € R™*™ ortho-
gonal.
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Satz 4.35 Das symmetrische Gauf-Seidel-Relaxationsverfahren ist fir w € (0,2) eine
konsistente symmetrische Splitting-Methode.

Beweis:
Mit
Mc;s(w) =1I- Ngs(w)A und Mggs(w) =1I- NRgs(w)A
erhalten wir
I — ngs(w)A
= I- (MRgs(w)Ncs(w) + NRgs(w)) A

= {* NRGs(w)éfMRGs(w) iVGS(W)é

~ ~
—Mpes(w) —I-Mes(w)

= Mpgas(w)Mgas(w)

= MSGS((U), (4.1.28)

wodurch das SSOR eine konsistente Splitting-Methode représentiert.
Sei A positiv definit und symmetrisch, dann gelten a;; >0 (éi=1,...,n)und L = R .
Sei D'/? = diag {\/au, . ,\/ann} , dann folgt mit Bggs(w) = Ngés(w) die Gleichung

Bsgs(w) w(Ql_ w) (D +wL)D™(D +wR)
_ 1 wRT) D-1/2 1 —1/2 w
= Jew (D+ R)D \\/w(wa)D (D + Rz

C:=
= c'c.
Die Voraussetzungen w € (0,2) und a;; > 0 (i = 1,...,n) liefern die Regularitét der

Matrix C', wodurch sich neben der Symmetrie auch die positive Definitheit der Matrix
BSGS = CTC ergibt.

Satz und Definition 4.36 Sei A € C"*" eine positiv definite und hermitesche Ma-
triz, dann stellt

la:C” - R

e e
2

eine Norm dar. Diese Norm heifst Energienorm (beziiglich A ). Die zugehdrige Ma-
triznorm ist durch
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lazeor — R
B o iBta= fapae]
gegeben.

Beweis:
Der Nachweis der ersten Aussage beruht auf einfachem Nachrechnen der Vektornormaxio-
me und verbleibt als Ubungsaufgabe. Fiir die Matrixnorm erhalten wir

|Blla = sup |[Bzlla= sup [AY?Bz|,
llzlla=1 A 2z|2=1

sup [|AY2BA™Y 2y, = HAl/QBAfl/QH .
lyll2=1 2

Satz 4.37 Sei A € C™"*" hermitesch und positiv definit, dann konvergiert das symme-
trische Gauf-Seidel-Relazationsverfahren fir alle w € (0,2), und es gilt

p(Msgs(w)) = [Msas(w)| 4 = [IMcsw)l

o (Msgs(w)) C[0,p(Msgs(w))]-

Beweis:
Da A2 ¢ cnxn reguldr ist, ist M gas(w) zu

AP M sas(w)ATH? = (Al/QMRGS(W)A_1/2> (Al/QMGS(w)A_1/2> (4.1.29)
dhnlich. Mit
Mpes(w)=(D+wR)™ (1-w)D-wL)=I—-wD+wR)"'A
und
Mgs(w)=(D+wL)™ (1 -w)D—wR)=1—-w(D+wL)'A
erhalten wir

AV M pas(w)A™Y? = T—-wAY*(D+wR)™ A2

(1-wA 2 ((D+wR)™)" 4Y2)
= (1-wA2(D+wr) 1A1/2)*
(

AY2 M Gs(w A—W)* . (4.1.30)
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Aus AY2M geg(w)A™Y? = (A1/2MGS(w)A—1/2)* (A2 Mas(w)A™ ) folgt
0 (Msas() = o (A2 Msas(@)A™?) C Ry,

Somit gilt

o (Msgs(w)) C [O,p (Msgs(w))} . (4.1.31)
Aus (4.1.29) und (4.1.30) wird direkt ersichtlich, daB die Matrix AY?M gqg(w)A™1/?
hermitesch ist und somit

p(Mscs(w)) = P <A1/2MSGS(W)A_1/2)
S A Msas(@) AT e = |Mses(@)]a

(4.1.29),(4.1.30) H<A1/2Mcs(w)A_1/2)* (Al/zMGS(W)A_1/2>H
2

2
_ HAI/QMGS(w)AMHZ = |Mas()|’

folgt.

Fiir hermitesche Matrizen fiihren wir die folgende Ordnungsrelation ein: Seien die Matri-
zen F.G € C"*™ hermitesch, dann schreiben wir G > F , wenn G — F' positiv definit
ist. Seien F,G € C"*™ mit G > F und F positiv definit gegeben, dann sei A € RT
Eigenwert von F mit A = p(F) und zugehdrigem Eigenvektor & € C” mit |zl =1.
Somit erhalten wir

(G>F)
0 < p(F)=(Fzx) < (Gzz)< |Gzl

< |IGlllzl3 = G2 = p(G). (4.1.32)

Laut Voraussetzung ist A positiv definit und hermitesch, wodurch sich fiir w € (0,2)
die Gleichung

_ . 1 1
Ngs@)+ Ngslw) = (D+wl)+ (D+wR)

s
i=(NgW))

2
L+R+D+< —1)D
w

A+(2 —1>D>A (4.1.33)
w

ergibt. Betrachten wir die Matrix

]/\ng(w) = 141/2]\46;5((/.))1471/2
= AY2(I - Ngs(w)A) A2

= I - A1/2Ngs(w)A1/2,
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dann folgt

Mgs(w)Mgs(w)
_ (1 - Al/QNGS(w)Al/Q) (I - Al/QNgS(w)Al/Q)

= I-A"?(Ngsw) + Nig(w)) A2
+A'2Ngs(w) AN 55 (w)AY?

= I-A"’Ngs(w) (Nggw) + Ngsw)) Ngs(@)A?
+A'2Ngs(w) AN 55 (w)AY?

= I-A"’Ngs(w) (Nggw) + Ngsw) — A) Ngs(w)A?

(4.1.33)
<7 L (4.1.34)

Mit (4.1.32) erhalten wir p(Msgs(w)) = p (ﬁcs(w)z\A/IZ,S(w)) < p(I) =1.

Der obige Beweis beinhaltet zudem die Aussage, dafl fiir eine positiv definite Matrix
A das GauB-Seidel-Relaxationsverfahren fiir w € (0,2) monoton in der Energienorm
konvergiert.

4.2 Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren werden neben der Losung linearer Gleichungssysteme, die zum Bei-
spiel bei der Diskretisierung elliptischer Differentialgleichungen (Poisson-Gleichung) ent-
stehen, auch zur Konvergenzbeschleunigung innerhalb expliziter numerischer Verfahren
zur Losung hyperbolischer (Euler-Gleichungen) und hyperbolisch-parabolischer (Navier-
Stokes-Gleichungen) Differentialgleichungen angewendet [11, 4, 29]. Obwohl im zweiten
Fall kein lineares Gleichungssystem betrachtet wird, bleibt die prinzipielle Vorgehenswei-
se identisch.

Wir werden in diesem Abschnitt die Grundidee der Mehrgitterverfahren vorstellen und
ihre Wirkung bei der Losung eines speziellen Modellproblems studieren. Konvergenzaus-
sagen werden zum Beispiel in [36, 34] hergeleitet.

Wir vereinfachen die im Beispiel 1.1 vorgestellte Poisson-Gleichung zum eindimensionalen
Dirichlet-Randwertproblem.

Gegeben: Q= (0,1) und f e C(;R)
Gesucht: u € C?(Q;R)NC(Q;R) mit
—u(x) = f(z) firzeQ,

(4.2.1)
u(z) = 0 fiir « € 0Q = {0,1}.
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Wir definieren die Schrittweitenfolge {h¢},c, mit ho = ; und hy = hg/2¢ = 2-(+D
sowie die Gitterfolge

Q= ={jhe|j=1,...2 =1} fir¢=0,1,...,

wobel ¢ als Stufenzahl oder Stufenindex bezeichnet wird.

T T T T T T T T |Q2
1 1 3 1 5 3 7

0 8 4 8 2 8 4 8 1

f T T T |Ql

0 h ; : 1

[ |1 |QO

0 3 1

Bild 4.5 Gitterhierarchie

Approximieren wir wiederum die Ableitung der gesuchten Funktion u mittels eines zen-
tralen Differenzenquotienten, so erhalten wir mit

uh = (jhe) fiir j=1,... . Np:=2"1—1

und
fj = f(jhe) fir j =1,...,Ny

unter Beriicksichtigung der Randbedingungen das lineare Gleichungssystem der /-ten
Stufe in der Form

A[ué:,fl
mlt T T
ulz(uﬁ,...,ufw) , fL]:(ffw-wfI{r,g)
und
2 -1
—1 2 -1
1
Ay =
hi
R |
-1 2

Die Matrix Ay ist irreduzibel und diagonaldominant, so dafy sowohl das Jacobi- als auch
das GauBl-Seidel-Verfahren konvergiert.

Bemerkung:

Das vorliegende Modellproblem eignet sich sehr gut zur Beschreibung des Mehrgitteral-
gorithmus. Es sei an dieser Stelle jedoch erwihnt, dafl derartige Gleichungssysteme in
der Praxis direkt gelost werden sollten. Der Grund hierfiir liegt in der speziellen Gestalt
der Matrix Ay . Zunichst gilt det Ag[k] # 0 fir k£ = 1,...,n, wodurch laut Satz 3.7
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eine LR-Zerlegung der Matrix A, ohne Pivotisierung ermittelt werden kann. Bertick-
sichtigt man innerhalb der Zerlegung die Tridiagonalgestalt der Matrix, so 148t sich das
Gleichungssystem mittels des Gaufischen Eliminationsverfahrens derart 16sen, dafl der
Rechenaufwand proportional zur Anzahl der Unbekannten ist. Eine explizite Herleitung
dieser Methode wird in [63] beschrieben.

Wir betrachten das Jacobi-Relaxationsverfahren
ub, o =ul, +oD; " (b— Apul)) firm=0,1,...,

das aufgrund der speziellen Gestalt der Diagonalmatrix Dy mit w = é w die Form

ub = ub, +whi(b- Awul)
= (I-whiA)ul, + whil b (4.2.2)
~ ~ - AEVEY
My (w) = Ny(w) =

besitzt und dem Richardson-Verfahren mit © = wh% entspricht. Wir werden vorab die
Konvergenzeigenschaften der Methode untersuchen.

Da die Eigenfunktionen des homogenen Randwertproblems (4.2.1) durch
u(z) = ¢ sin(jmx) mit j € Nund c € R

gegeben sind, erweist es sich als nicht besonders {iberraschend, daf} die Eigenvektoren
el der Matrix A, durch
sin jmhy
e =/2hy : fir j=1,...,N, (4.2.3)
SinjﬂNZ he

deren diskrete Formulierung reprisentieren. Die zugehérigen Eigenwerte A7 erhalten
wir durch

| iTh ‘
Ayeli = 4h; 2 sin? <M2 Z) e fir j =1,....Ng.
~ ~ -
=

Mit My(w) = I —wh?A, stimmen die Eigenvektoren von A, und M,(w) iiberein, und
die Eigenwerte der Iterationsmatrix lauten

, jh
NI (w) = 1 — dwsin? <‘77; e) firj=1,...,Ny. (4.2.4)

Lemma 4.38 Die durch (4.2.3) gegebenen Vektoren {e“, e ,ee’N@} stellen eine Or-
thonormalbasis des RNt dar.

Beweis: . ‘
Sei i die komplexe Einheit und z = '+ € C mit j € Z. Fiir Nz]-i-l € Z folgt direkt
z =1 und somit
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Ny+1
Z 2 =Ny + 1. (4.2.5)
k=1

Gilt NZH ¢ 7., so ergibt sich z # 1 = zM¢*1 und folglich

N£+1 ZN£+1 _ 1

d =z =0. (4.2.6)
z—1

k=1

Zusammenfassend erhalten wir aus den Gleichungen (4.2.5) und (4.2.6) fiir den Realteil
der betrachteten Summen die Darstellung

Ne+1 . j
Z cos (k o > = 0 , falls Ne]+1 ¢2
Pt Ne+1 Ny +1 sonst.

Die Orthogonalitét der Vektoren erhalten wir mit j,m € {1,...,Ny} unter Verwendung
von cos((j —m)m) — cos((j + m)m) = 0 mittels

(eﬁ,j ee,m) = 2 gf: in (g F sin | m mk
’ 2 Ne+1 & Ny+1 Ny+1
Ny
1 ) mk . wk
= cos m — COs +m
Ne+1;{ <(j )Né+1) <(] )Ne-l-l)}
_ 0 firj#m,
o 1 firj=m.

Die Basiseigenschaft folgt abschliefend direkt aus der Orthonormalitét der Vektoren.

Da die Matrix A als Tridiagonalmatrix laut Beispiel 4.26 konsistent geordnet ist, liegt
eine um Null symmetrische Verteilung der Eigenwerte der Iterationsmatrix M ; des
Jacobi-Verfahrens vor. Unter Beriicksichtigung dieser Eigenschaft kann durch eine Re-
laxation des Verfahrens laut Satz 4.20 keine Verringerung des Spektralradiuses p(M ;)
erzielt werden. Der Vortreil einer Relaxation liegt vielmehr in den Dampfungseigenschaf-
ten der Methode hinsichtlich unterschiedlicher Fehlerfrequenzen, die wir im folgenden
untersuchen werden.

Mit dem obigen Lemma liBt sich der Fehler zwischen dem Startvektor u§ und der

exakten Losung u®* = A, ' £ in der Form
g ¢
Ny
uh —ub* = E e a; R
j=1

schreiben, und wir erhalten

uf —u' = Myw)ub+ Now)ff — (Mg(w)ué’* + ng(w)fe>



4.2 Mehrgitterverfahren 101
und entsprechend

ul, —ub = Z a;j [\ (w)]™ €% firm =0,1,... .

Fiir die Eigenwerte A*J(w) erhalten wir beim Jacobi-Verfahren (0 =1,dh.w=§ =1)
die in Abbildung 4.6 dargestellte graphische Verteilung, wobei die dlskreten Werte fiir
¢ =3 durch * gekennzeichnet sind.

1

0.5

0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 075 0.875 1
T =jhy

Bild 4.6 Eigenwertverteilung der Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens

Wir kénnen der Abbildung 4.6 drei wesentliche Aussagen entnehmen:

(1) Das Jacobi-Verfahren liefert einen schnellen Abfall der im mittleren Frequenzbe-
reich befindlichen Fehlerkomponenten, wihrend die hoch- und niedrigfrequenten
Anteile deutlich geringer geddmpft werden.

(2) Je feiner die Diskretisierung gewéhlt wird, d. h. je hoher die Stufenzahl ¢ ist,
desto grofier wird der Spektralradius der Iterationsmatrix p (M ) (é)) des Jacobi-

Verfahrens.
1 1 1
2,1 — &N _ M
W0 () == () = (e (1))

so daf} der Spektralradius der Iterationsmatrix durch eine einfache Relaxation des
Jacobi-Verfahrens nicht verkleinert werden kann.

(3) Es gilt stets

Betrachten wir die Taylorentwicklung des Spektralradius nach der Schrittweite, dann
erhalten wir

( )2n+1

I
—_
|
S~

£ +0(hy),
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so dal der Spektralradius quadratisch mit der Schrittweite gegen 1 konvergiert. Eine
Verfeinerung des Gitters zur exakten Berechnung der Losung bringt somit neben einem
erhohten Aufwand pro Iteration eine drastische Reduktion der Konvergenzgeschwindig-
keit mit sich.

Die Wahl w = % liefert zwar die optimale Konvergenzgeschwindigkeit fiir das beschriebe-
ne Verfahren, beinhaltet jedoch das Problem, dafl sowohl langwellige wie auch kurzwellige
Fehleranteile sehr schlecht gedampft werden.

Grundlegend fiir das Mehrgitterverfahren ist jedoch eine Dampfung der hochfrequenten
Fehleranteile auf dem feinsten Gitter. Wir wihlen daher im folgenden w = i , wodurch
die Eigenwertverteilung geméafl Abbildung 4.7 folgt, der wir entnehmen, daf} die lang-
welligen Fehlerterme nur sehr langsam, die hochfrequenten Fehleranteile allerdings sehr
schnell gedampft werden.

1

05

9 I I I I I I I I I I I I I I I
0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1

x = jh

Bild 4.7 Eigenwertverteilung der Iterationsmatrix des geddmpften Jacobi-Verfahrens

Sei beispielsweise der Fehler ef in der Form
€2 :=u2 —u>* = (0.75, 0.2, 0.9, 0.8, 0.55, 0.9, 0.3)"

auf der 2-ten Stufe (Ny = Na = 7) gegeben, so zeigt die Abbildung 4.8 die Entwicklung
des Fehlers.

Ideal wire somit eine Kopplung des Jacobi-Relaxationsverfahrens mit einer Iterations-
vorschrift, die die komplementére Eigenschaft der schnellen Dadmpfung langwelliger Feh-
lerterme aufweist. Alle bisherigen im Abschnitt 4.1 vorgestellten Verfahren weisen eine
solche Eigenschaft jedoch nicht auf. Beim Mehrgitterverfahren nutzen wir die Kenntnis
der Glattheit des Fehlers, indem wir diesen auf einem gréberen Gitter approximieren
und anschlieflend, mittels zum Beispiel einer linearen Interpolation, auf das feine Gitter
abbilden. Zunichst bendtigen wir hierzu eine Abbildung vom feinen Gitter €, auf das
grobere Gitter g1 , die wir Restriktion nennen, und eine Abbildung von Qy_; auf €,
die wir als Prolongation bezeichnen.

Als Restriktion von €, auf y_; bezeichnen wir eine lineare surjektive Abbildung

Rgfl :RVe — RVe-1,
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Bild 4.8 Entwicklung des Fehlers beim geddmpften Jacobi-Verfahren

Bei der speziellen Schachtelung der Gitterfolge kann zum Beispiel die triviale Restriktion
gemif Abbildung 4.9 verwendet werden, die durch

-1 Ug
Uy v
Uy
U,271 _ _ R§71 l _
-1 :
U
No_ ¢
A UN,—1

gegeben ist und durch die Matrix
0 1 0
01 0
0o 1 0
R = € RNe-1xNe (4.2.7)

reprisentiert wird.

Diese einfache Restriktion erweist sich oftmals als ungiinstig, da die Werte an den Gitter-
punkten €\ Qy_1 und hierdurch deren Informationen verlorengehen. Daher wird hiufig
die Restriktion gem&fi Abbildung 4.10 mit der entsprechenden Matrixdarstellung
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T T T T T T T Q
1
T T T Qs
Bild 4.9 Triviale Restriktion
T T T T T T T Q
1 1 /1
4 2/ 4
T T T Qs
Bild 4.10 Lineare Restriktion
1 2 1
1 21
1 2 1
1
RZ*] —
¢ 4

genutzt wird.

Als Prolongation von €,_1 auf 2, bezeichnen wir eine lineare injektive Abbildung
P | RNt RN,

Hierzu kann zum Beispiel eine lineare Interpolation zur Definition der Werte an den Zwi-
schenstellen genutzt werden. In unserem Modellfall ergibt sich die graphische Darstellung
geméif Abbildung 4.11 und damit die Matrix
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1
2
1 1
2
1 1
L _ 1 2 NexNg—1
P, | = eR . (4.2.8)
2 1
1
2
1
T T T T T T T Q
1 1
2 L /3
T T T Qe

Bild 4.11 Lineare Prolongation
4.2.1 Zweigitterverfahren

Nach j Schritten des Iterationsverfahrens (4.2.2) mit w =1/4 erhalten wir einen weit-
gehend glatten Fehler

eﬁ = uﬁ —ub (4.2.9)
Dieser Vektor 148t sich somit gut auf dem néichstgroberen Gitter Q,_; mit deutlich
weniger Rechenaufwand approximieren. Mit dem Defekt

dj = Al — f* (4.2.10)

erhalten wir

A@6§ (429) Ay (uﬁ — ue’*) = A(uﬁ — Al = dﬁ. (4.2.11)

Wir ermitteln nun eine N&herung an eﬁ, indem wir die Gleichung (4.2.11) auf dem
Gitter Qy_; betrachten, dort exakt l6sen und den somit berechneten Vektor auf das
urspriingliche Gitter €, prolongieren.

Wir betrachten daher die Gleichung
Ap_jeft =gt (4.2.12)

mit dem restringierten Defekt
d'=R{'d.. (4.2.13)
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Wird (4.2.12) exakt gelost, dann liefert
P, e t=pP, A dT! (4.2.14)

14

eine Approximation an den gesuchten Fehlervektor €; .

Die unter Verwendung des groben Gitters ermittelte Korrektur der vorliegenden Néhe-
rungslosung uf 1483t sich somit durch (4.2.9) bis (4.2.14) in der Form

foneu __ 4 4 —1 l—1 L l
uf™" =l Pl AT R (A - f)

zusammenfassen.

Definition 4.39 Sei uﬁ eine Niherungslosung der Gleichung A,u’ = fe, dann heif}t

die Methode
u?,neu _ ?GK (u?,fe)
mit
GGK (uf, ff) —ul— P} A R (Ag'u,ﬁ - ff) (4.2.15)

Grobgitterkorrekturverfahren.

Lemma 4.40 Die Grobgitterkorrekturmethode (;S?GK stellt ein lineares konsistentes Ite-
rationsverfahren mit

MK =1 - P, A;) R\ A, (4.2.16)
und
N§eK = p;_ A Y RIT? (4.2.17)
dar.
Beweis:

Mit (4.2.15) erhalten wir
GO () = MEHu + NGO,

Hierbei gilt MK NGCK ¢ RNexNe it MK = 1 — NFK A, wodurch sich die
Behauptung mit Satz 4.4 ergibt.

Die Grobgitterkorrekturmethode kann somit als eigenstéindiges Iterationsverfahren ge-
nutzt werden. Es erweist sich hierfiir jedoch als ungeeignet, wie uns das folgende Lemma
belegen wird.

Lemma 4.41 Das Grobgitterkorrekturverfahren ¢$C¥ st nicht konvergent.

Beweis:
Wegen Ny > Ny_q ist der Kern von Rgfl , kurz ker(Rﬁfl) , nicht trivial. Sei 0 # v €
ker(Rﬁ_l) , dann folgt mit w := A, 'v # 0 die Gleichung

MGEyw =w — P! Al R Ayw =w
¢ 1—1y_1 1Yy )
\v/
=v
- -
=0

wodurch sich p (M?GK) > 1 ergibt.
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Betrachten wir wiederum als Beispiel den Fehler ef = (O.75,0.2,0.9,0.8,0.55,0.9,0.3)T , SO
erhalten wir mit zwei Iterationsschritten auf €y und einer anschlieBenden Grobgitter-
korrektur die in Abbildung 4.12 aufgefiihrte Darstellung.

Definition 4.42 Sind ¢, : C* x C" — C™ zwei Iterationsverfahren, dann heif3t
gporp: C"xC" —C"

mit
Tm+1 = (¢ © ¢) (J:WL?b) = ¢(w<wm’b)7b)

Produktiteration.

1.0
SUTa o :-a"""n—- A
P SR
L S
ﬂ'/ b \

= P \

g \

< 05 A 5 A R

i A7 (= N

fa 2 N
Fa ey
I 2 §
il Tt & N v
s R neu \y
i €’ 5
i \
i \Y
H \t
i \
i \
i \y
i \
y
0.0
0.0 0.5 1.0

X

Bild 4.12 Entwicklung des Fehlers beim Zweigitterverfahren

Lemma 4.43 Sind ¢,3p zwei lineare Iterationsverfahren mit den Iterationsmatrizen M 4
und My, , dann gilt:

(a) Sind ¢ und v konsistent, dann ist auch die Produktiteration ¢ o1 konsistent.
(b) Die Iterationsmatriz der Produktiteration ¢ o hat die Form
M¢o¢, = M¢ Mil)'

(c) Die beiden Produktiterationen ¢ o1p und ¢ o ¢ besitzen die gleichen Konvergen-
zeigenschaften im Sinne von

P(M gop) = p(Myop).-

Beweis:
zu (a): Sei & = A~'b, dann folgt die Konsistenz aus

(@ov)(2,b) = ¢ (V(2,b),b) = o(2,b) = .
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zu (b): Mit ¢(xpm,b) = Mgz, + Npb und ¢(z,b) = Myx,, + Nyb folgt die Be-
hauptung geméif

((boz/))(:l:m,b) =My, (M¢:I:m + wa)-i—Nqbb =MyM w7,L+(M¢N¢ +N¢)b.
~ ~ -~ N ~ o

=M oy =Ngoy

zu (c): Sei x Eigenvektor der Matrix MgM, zum Eigenwert A # 0, so ergibt sich
aus MgMyx = Ax # 0 die Eigenschaft Myx # 0, wodurch aufgrund der
Gleichung MyMyMyx = A\M yx stets p(MyeMy) < p(MyMy) gilt. Ana-
log erhalten wir p (MyM,) < p(M M) . Damit stimmen die Spektralradien
der Iterationsmatrizen und somit auch das Konvergenzverhalten der Produktite-
rationen ¢ o und 1 o ¢ iiberein.

Lineare Iterationsverfahren wie zum Beispiel die Jacobi-Methode wirken sich glattend
auf den Fehlerverlauf aus und werden daher im folgenden als Gldtter bezeichnet. Seien
v € N die Anzahl der Iterationsschritte auf dem feinen Gitter €2, und ¢, das Glattungs-
verfahren, dann erhalten wir das Zweigitterverfahren als Produktiteration in der Form

ZOM — pGCEK o gY (4.2.18)

Bezeichnet R die Restriktion, P die Prolongation und E das exakte Losen des Glei-
chungssystems, dann 148t sich (4.2.18) mit dem Glédtter G gemif} der in der Abbildung
4.13 dargestellten Form visualisieren.

v
G Q,
R P
E
97
Bild 4.13 Zweigitterverfahren ohne Nachgldttung
Seien v1,v5 € N mit v = 11 + 5, dann liegt laut Lemma 4.43 mit
o M = g 0 67K 0 gy (4.2.19)

ein Verfahren vor, das die gleichen Konvergenzeigenschaften wie (4.2.18) aufweist. Man
spricht hierbei von v; Vor- und v5 Nachglittungen. Wir erhalten somit die in Abbildung
4.14 prisentierte graphische Darstellung.

Lemma 4.44 Sei ¢, ein konsistentes Iterationsverfahren mit Iterationsmatric My ,
dann ist das Zweigitteriterationsverfahren (beZGM(VI’VQ) konsistent mit der Iterationsma-
triz 26 :
|22 4 -1 l—1
MM v (- Pl AL RN A M
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G G”

Q

£

Bild 4.14 Zweigitterverfahren mit Nachgliattung

Beweis:

Laut Lemma 4.40 ist die Grobgitterkorrektur d)?GK konsistent mit Iterationsmatrix
MGeK -1 — Pﬁ_lAZ_lleilAg. Lemma 4.43 (a) liefert somit die behauptete Konsi-
stenz, und mit Lemma 4.43 (b) folgt

ZGM (v1, 4 —1 —1
MM = M yoan o = M2 (I = P AT RV AG) MY

Zur Vor- und Nachiteration kénnen hierbei natiirlich auch unterschiedliche Glattungsal-
gorithmen genutzt werden.

In der Form eines Diagramms 148t sich das Zweigitterverfahren wie folgt schreiben:
Algorithmus - Zweigitterverfahren —

Firi=1,...,1n

d~!.= R (Ague - ff)
el = A7l dl !

L

iyl ¢ -1
u':=u"—P,_je

Fir ¢ =1,...,1»

4.2.2 Der Mehrgitteralgorithmus

Das Zweigitterverfahren hat sich als effizient herausgestellt. Es ist jedoch fiir grofie Sys-
teme unpraktikabel, da es die exakte Losung der Korrekturgleichung
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Apeft =gt (4.2.20)

£—1

auf Qy_1 benétigt. Da aber die Prolongation der exakten Losung e auf das feine

Gitter @ nur eine Niherung an den gesuchten Fehlervektor

el — ul — ub*

liefert, erweist sich auch eine approximative Losung der Korrekturgleichung als ausrei-
chend.

Die Gleichung (4.2.20) weist die gleiche Form wie die Ausgangsgleichung A,u’ = ¢ auf.
Die Idee liegt daher in der Nutzung einer Zweigittermethode auf 9,1 und Qp_o zur
Approximation von e‘~! = A[jld#l . Damit erhalten wir eine Dreigittermethode, bei
der Ay_set~2 =d""? exakt gelost werden mufl. Sukzessives Fortsetzen dieser Idee liefert
ein Verfahren auf £+ 1 Gittern €y, ...,Qp bei dem lediglich Age® = d® exakt gelost
werden muB. Bei der von uns gewéhlten Gitterverfeinerung mit hy,_1 = 2hy gilt Ag €
R In der Praxis wird in der Regel mit €y ein Gitter genutzt, das eine approximative
Losung des Gleichungssystems mit der Matrix Ao auf effiziente und einfache Weise
ermoglicht.

Der Mehrgitteralgorithmus 148t sich folglich als rekursives Verfahren in der anschlieflen-
den Form darstellen:

Algorithmus - Mehrgitterverfahren QS?/IGM(”“”Z) (ue,fe) —
RN A
ul = Aalfo Fir i = 1,...,1n
Riickgabe von u ut = ¢y (uz,fe)

Firt=1,...y

£—1 . MGM(vi,v2) (-1 36—1
€ =P € _1.d

w = ul — P! et
. —1%y

Fir t=1,...,1»

ut = ¢y (ue,fé)

Riickgabe von u!
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In der hier gewihlten Darstellung werden zur iterativen Losung der Grobgittergleichung
~ Schritte verwendet. In der Praxis erweisen sich in der Regel v = 1 respektive v = 2
als geeignet.

Der Fall v = 1 liefert den sogenannten V-Zyklus, der sich fiir £ = 3 graphisch geméf
Abbildung 4.15 darstellen 148t, wihrend fiir v = 2 die als W-Zyklus bezeichnete Itera-
tionsfolge vorliegt. Der fiir diese Vorgehensweise entstehende algorithmische Ablauf des
Verfahrens ist fiir den Fall von vier genutzten Gittern in Abbildung 4.16 dargestellt.

G G Q,
R P
e Gz 0,
R P
G G a,
R P

E Q

Bild 4.15 Mehrgitterverfahren mit V-Zyklus
an G

R I

Bild 4.16 Mehrgitterverfahren mit W-Zyklus mit v = v* + v/

4.2.3 Das vollstindige Mehrgitterverfahren

Die Idee des vollstiindigen Mehrgitterverfahrens (nested iteratons, full multigrid method
(FMGM)) liegt in der Nutzung der groberen Gitter zur Verbesserung der Startnéherung
u§ auf dem feinsten Gitter € .

Die Durchfithrung 148t sich wie folgt beschreiben:
(a) Lose auf Qo die Gleichung Agu® = f° exakt.

(b) Prolongiere das Ergebnis auf das nichstfeinere Gitter und fiihre einige Iterations-
schritte mit dem Glattungsverfahren durch.
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¢) Wiederhole (b), bis eine Niherungslosung uf auf €, ermittelt wurde.
0

(d) Fiihre das Mehrgitterverfahren mit der Startniherung w§ durch.

Graphisch erhalten wir fiir den V-Zyklus auf 3 Gittern die Darstellung des vollstindigen
Mehrgitterverfahrens in der in Abbildung 4.17 présentierten Form.

G 0,

.
7\ /

7 N7

i) E Qo

Bild 4.17 Vollstindiges Mehrgitterverfahren mit v = v* + ?

Varianten des Verfahrens erhilt man zum Beispiel durch

(a) eine approximative anstelle einer exakten Losung der Gleichung Agu’ = ro.

(b) die Nutzung unterschiedlicher Anzahlen von Glittungsschritten.

(c) die Verwendung verschiedener Prolongationen und Restriktionen.

4.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren

Wir betrachten in diesem Abschnitt stets lineare Gleichungssysteme der Form
Az =b (4.3.1)

mit einer reguliren Matrix A € R™*” und einer rechten Seite b € R"™ .

Definition 4.45 Eine Projektionsmethode zur Losung der Gleichung (4.3.1) ist ein Ver-
fahren zur Berechnung von N#iherungslosungen x,, € xo + K,, unter Beriicksichtigung
der Bedingung

(b— Ax,,) L L, (4.3.2)

wobei xy € R™ beliebig ist und K,, sowie L,, m-dimensionale Unterrdume des R"™
reprasentieren. Die Orthogonalitéitsbedingung ist hierbei durch das euklidische Skalar-
produkt mittels

zly & (zy)2=0

definiert.
Gilt K, = Ly, , so besagt (4.3.2), da} der Residuenvektor r,, = b — Ax,, senkrecht

auf K,, steht. In diesem Fall liegt daher eine orthogonale Projektionsmethode vor, und
(4.3.2) heiBlt Galerkin-Bedingung.

Fir K,, # L,, liegt eine schiefe Projektionsmethode vor, und (4.3.2) wird als Petrov-
Galerkin-Bedingung bezeichnet.
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Beispiel 4.46 Jeder Schritt des Gauf-Seidel-Verfahrens kann als orthogonale Projekti-
onsmethode mit ®o = (Tm+41,15- - sTm+1,i-1,0,Tmi+1, - - - ,mm’n)T und den eindimensio-
nalen Rdumen K = L = span{e;} interpretiert werden, denn es gilt

n

1 [i-1
Li=— (Z QijTm+1,5 Z QijTm,5 — b;

j=1 j=i+1
= bz—(A$)Z:0 mit x €xg+ K
& b—Ax L L mit x € xy+ K.

Diese Eigenschaft lé8t sich auch fiir weitere iterative Verfahren dieser Art nachweisen.

Generell unterscheiden sich Splitting-Methoden jedoch wesentlich von den Projektions-
methoden. Eine Gegeniiberstellung dieser beiden Verfahrensklassen gibt die Tabelle 4.1.

Splitting-Methoden  Projektionsmethoden

Berechnung von Berechnung von
Né#herungslosungen Niherungslosungen
T, € R" T, € o+ K,, CR"

dimK,,=m<mn

Berechnungsvorschrift Berechnungsvorschrift

(Orthogonalitétsbed.)

z,, = Mxz,,_1+Nb b— A=z, L L, CR"
dimL,,=m<mn

Tabelle 4.1 Gegeniiberstellung von Splitting-Methoden und Projektionsverfahren

Definition 4.47 Eine Krylov-Unterraum-Methode ist eine Projektionsmethode zur Lo-
sung der Gleichung (4.3.1), bei der K, den Krylov-Unterraum

Km = Km (A,'T‘()) = Span {To,ATo, e ,Am_l?"o}
mit ro = b — Az darstellt.

Krylov-Unterraum-Methoden werden oftmals durch eine Umformulierung des linearen
Gleichungssystems in eine Minimierungsaufgabe beschrieben. Zwei der bekanntesten Ver-
treter dieser Algorithmengruppe sind das von Hestenes und Stiefel [37] entwickelte Ver-
fahren der konjugierten Gradienten und die von Saad und Schulz [62] hergeleitete GMRES-
Methode. Beide Verfahren ermitteln die optimale Approximation x,, € xg + K,, an die
gesuchte Losung A™'b im Sinne der Orthogonalititsbedingung (4.3.2), wobei bei je-
der Iteration die Dimension des Unterraums um eins inkrementiert wird. Vernachlassigt
man die auftretenden Rundungsfehler, so wiirden beide Methoden spitestens nach n
Iterationen die exakte Losung liefern.

Bevor wir uns mit der Herleitung der einzelnen Verfahren befassen, werden wir zunéchst
eine allgemeingiiltige Konvergenzaussage fiir Krylov-Unterraum-Methoden formulieren.
Hierzu erweist sich das folgende Lemma als hilfreich.
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Lemma 4.48 Gegeben sei eine Projektionsmethode zur Lésung der Gleichung Ax = b
mit einer requliren Matrix A € R™*™ . Sei m € N fest, und bilden die Spaltenvektoren
der Matrix 'V ,, € R™™ beziehungsweise W, € R"™™™ eine Basis der Rdiume K,
respektive L, derart, dafs WZTAVm € R™>*™ requlir ist, dann besitzt die Losung der
Projektionsmethode die Darstellung

T = To + Vi (WﬁAvm) W

Beweis:

Aufgrund der Basiseigenschaft der Spaltenvektoren der Matrix V,,, 148t sich der Losungs-
vektor in der Form x,, = x¢ + V,,a, mit a,, € R™ schreiben. Aus der Orthogona-
litdtsbedingung (4.3.2) erhalten wir

WL (b—A(xg+Vy,a) =0,

wodurch
WAV o = WP (b — Axy)

folgt. Aufgrund der vorausgesetzten Regularitit der Matrix WL AV, gilt daher

m
-1
Qo = (WﬁAvm) W r,
wodurch sich die behauptete Gestalt der Iterierten ergibt.
Aus dem obigen Lemma erhalten wir unmittelbar die Darstellung des zugehorigen Resi-
duenvektors in der Form
-1
P =b— Azp =10 — AV, (WﬁAvm) W r. (4.3.3)

Wir kommen nun zum angekiindigten Konvergenzsatz, der in [38] vorgestellt wurde.

Satz 4.49 Sei die Matriz A € R™*™ reguldr. Desweiteren bezeichnen w1, ..., v, € R"
und wi, ..., w, € R" die durch ein beliebiges Krylov-Unterraum-Verfahren erzeugten
Basisvektoren des K,, und L,,. Liegt mit den Matrizen V,, = (v1...v,) € R™*™
und W, = (wy...wp) € R™™ eine requlire Matriz WZTAV,,L € R™*™ wor, dann
folgen mit der Projektion

—1
P,=1-AV,, (WZTAV,,L) wl (4.3.4)

die Abschitzungen fiir den Fehlervektor e, = A lp — x,, und den Residuenvektor
Tm = Ae,, der Krylov-Unterraum-Methode in der Form

leml| < [|A™ Py, || min ||p(A)roll (4.3.5)
PEP,,
und
[Pl < [Pl min [[p(A)rol, (4.3.6)
PEPL,

wobei PL, die Menge aller Polynome p vom Héchstgrad m bezeichnet, die zudem die
Nebenbedingung p(0) = I erfiillen.
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Beweis:
Aus der Definition der Projektion P,, folgt unter Beriicksichtigung der Regularitéit der
Matrix WX AV, die Gleichung

-1
P, AV, = AV, ~ AV, (WLAV,.) WLAV, =o0. (4.3.7)

m m

Unter Verwendung der Gleichung (4.3.3) ergibt sich r,, = P,,7r¢, wodurch mit (4.3.7)
zudem
Tm = Pp, (7‘0 + Avma)

fiir jeden Vektor o € R™ gilt. Wegen AV ,,a € AK,, erhalten wir
Tm = Pmp(A)T'O
fiir jedes beliebige Polynom p € P}, . Hierdurch folgt

[7mll = min | Prp(A)rol| < [Pl min [[p(A)roll.
peP} P

m m

Analog liefert e,, = A"'r,, die Ungleichung (4.3.5).

Die im obigen Satz geforderte Regularitiit der Matrix W2 AV, liBt sich fiir spezielle
Krylov-Unterraum-Verfahren direkt nachweisen. Fiir eine symmetrische, positiv defini-
te Matrix A existiert laut Korollar 2.32 eine orthogonale Matrix U mit AU =
D = diag{)\1,...,A\n} . Aus der positiven Definitheit folgt A; > 0 fiir i = 1,...,n und
wir erhalten A = UDY2D'2U" . Betrachten wir hierbei eine orthogonale Krylov-
Unterraum-Methode, so kénnen wegen L,, = K,, die Matrizen W,, = V,, genutzt
werden, wodurch sich

T
w?l AV, = (Dl/QUVm) (Dl/QUVm) € R™X™

ergibt. Da die Vektoren der Matrix V,, eine Basis von K,, darstellen, erhalten wir
rang (V,,,) = m . Hierdurch ist D1/2UVm injektiv, so dafl

(a (00w, (20, 2) = |00 )of 20 ve 5 0

die Regularitdt der Matrix WgAVm liefert. Eine derartige Methode stellt zum Beispiel
das im folgenden betrachtete Verfahren der konjugierten Gradienten dar.

Fiir regulidre Matrizen A € R™"*" betrachten wir L,, = AK,, , wodurch W,, = AV,
gewiihlt werden kann. Analog zu der obigen Betrachtung ergibt sich die Regularitit der
Matrix W1 AV, aus

Wl Av,, =Av,,)" AV,,.
Diese Bedingungen erfiillt das im Abschnitt 4.3.2.4 hergeleitete GMRES-Verfahren.
Generell ergibt sich fiir m = n die Regularitdt der Matrizen V,, und W, , so daf§
P,, = 0 gilt, und wir aus den Abschiitzungen (4.3.5) und (4.3.6) jeweils die Aussage

erhalten, da derartige Krylov-Unterraum-Verfahren spétestens nach n Schritten die
exakte Losung ermitteln.
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Die Entwicklung modernster numerischer Algorithmen zur Simulation praxisrelevanter
Problemstellungen hat zu einer groffen Nachfrage hinsichtlich effizienter, schneller und ro-
buster iterativer Gleichungssystemloser gefithrt und einen wesentlichen Impuls zum in den
letzten zwanzig Jahren erzielten Fortschritt im Bereich der Krylov-Unterraum-Verfahren
beigetragen. Aufgrund der Vielzahl dieser Verfahren werden wir uns im vorliegenden Buch
neben dem Verfahren der konjugierten Gradienten im wesentlichen auf die sehr héufig
verwendeten Methoden GMRES, CGS, BiCGSTAB, TFQMR und QMRCGSTAB be-
schrinken und die Einordnung weiterer Algorithmen in den vorliegenden Rahmen soweit
moglich durch Anmerkungen vornehmen. Der Zusammenhang zwischen den genannten
Algorithmen wird in der Abbildung 4.18 schematisch verdeutlicht. Hinsichtlich weiterer
Literaturstellen zu dieser Verfahrensklasse sei auf die Biicher von Axelsson [7], Demmel
[18], Fischer [24], Greenbaum [32], Kelley [42], Meurant [51], Saad [61], Trefethen und
Bau [69], van der Vorst [72] sowie Weiss [74] verwiesen.

CG-Verfahren
Hestenes, Stiefel [37], 1952

Minimierung:
F(z) = || Az - b|)

Simultane Betrachtung;:
Az =b und ATz =b

BiCG-Verfahren GMRES-Verfahren
Fletcher [25], 1975 Saad, Schultz [62], 1986
Vermeidung von Speicherplatzreduzierung
Multiplikationen mit AT durch Quasiminimierung
\/
CGS-Verfahren QMR- Verfahren
Sonneveld [67], 1989 Freund, Nachtigall [28], 1991
Oszillationsminimierung .
durch eindimensional Vermeidung von
et @ nensionale Multiplikationen mit A%
Residuenminimierung
\/
BiCGSTAB-Verfahren TFQMR-Verfahren
van der Vorst [71], 1992 Freund [27], 1993

Erweiterung auf

¢ -dimensionale Ubereinstimmende
Residuenminimierung Grundidee
\
BiCGSTAB( ¢ )-Verfahren QMRCGSTAB-Verfahren
Sleijpen, Fokkema [64], 1993 Chan et. al. [16], 1994

Bild 4.18 Zusammenhénge zwischen Krylov-Unterraum-Verfahren
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4.3.1 Verfahren fiir symmetrische, positiv definite Matrizen

Innerhalb dieses Abschnitts setzen wir voraus, dafl das betrachtete Gleichungssystem
(4.3.1) eine symmetrische und positiv definite Matrix aufweist. Zur Herleitung der Ver-
fahren betrachten wir die Funktion

F:R" — R
1
x — 2(A:c,a:)2 — (b,x)2 (4.3.8)

und werden zunéchst einige ihrer grundlegenden Eigenschaften im Zusammenhang mit
dem betrachteten Gleichungssystem studieren.

Lemma 4.50 Seien A € R™™"™ symmetrisch, positiv definit und b € R™ gegeben, dann
gilt mit der durch (4.3.8) gegebenen Funktion F

& = arg min F(x)

wERw
genau dann, wenn
Az =0b
gilt.
Beweis:

Da A positiv definit ist, existiert die positiv definite Inverse A~' € R"*"  und wir
erhalten

arg min F(x) = arg Inin G(z) (4.3.9)
mit
1
G(x) = F(z)+ QbTA’lb

1 1
=, (Ax,x)2 — (byx)2 + 2bTAflb

= ;(Aw —b)Tx - ;bT(a: — A7)

- ;(Aw )T — ; (A~'5)" (Az — b)
- ;(Aw _b)TA Az —b). (4.3.10)

Somit gelten G(x) > 0 und

Gx)=0 < xz=A""b

Bei allen in diesem Abschnitt betrachteten Verfahren nehmen wir eine sukzessive Mini-
mierung der Funktion F' ausgehend vom Punkt x € R™ entlang spezieller Richtungen
p € R"™ vor. Wir definieren daher fiir x,p € R" die Funktion

fep R — R
A = fzp(A) =F(z+ \p). (4.3.11)
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Lemma und Definition 4.51 Seien die Matrix A € R™*"™ symmetrisch, positiv defi-
nit und die Vektoren x,p € R™ mit p # 0 gegeben, dann gilt

(rap)Z
Ap.p)2

mit r := b — Ax . Der Vektor r wird als Residuenvektor und seine euklidische Norm
I7|l2 als Residuum bezeichnet.

Aopt = )\opt(a’ap) = arg &Ilel]{g} fm,p()‘) = (

Beweis:
Es gilt
fap(N) = (A(x+Ap),x+ Ap)2 — (b + Ap),

F(z) + AN Az — b,p)2 + J\*(Ap,p)s.
Somit folgt
fop(N) = (Az —b,p)s + A (Ap,p)

2
N~ 7

>0
und 6 — Azp)
— AT,p
fopQop) = (Az=bpla+ o T (Ap:p)2 = 0.
Mit
Apc;zbdef.
N =ppp 0 (4.3.12)

ist Aopt globales Minimum von fg p .
Ist nun mit {p,,}men, ecine Folge von Suchrichtungen aus R™\{0} gegeben, dann
konnen wir ein erstes Verfahren erstellen:

Algorithmus - Basisléser —

Wihle g € R"

Fir m=0,1,...
rm =b— Az,
)\m — (rm’pm)2

(Ap'HL 7p'HL)2

:B'HL+1 =Tm + )\mpwn

4.3.1.1 Die Methode des steilsten Abstiegs

Zur Vervollstandigung des Basislosers benttigen wir eine Berechnungsvorschrift zur Er-
mittlung der Suchrichtungen p,, € R". Wir fordern zudem 0.B.d.A. ||p,,||2 = 1. Fur
x # A7'b erhalten wir eine global optimale Wahl durch
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r—x

p= . mit &= A"'b,
|z — |2

denn hiermit folgt bei Definition von Agpy geméfi Lemma 4.51

T = x4+ doptp=

A P b-—Azxx—x)2 T—=x
N ‘b-Azg — )y ||z — x>
= &
Jedoch benétigen wir hierbei bereits zur Definition der Suchrichtung die exakte Lésung.
Beschriinken wir uns auf lokale Optimalitéiit, so erhalten wir diese mit dem negativen
Gradienten der Funktion F'. Hier gilt
1 sym.
VF(@) = ,(A+A )z~ b AXN Ay b= —r.

Somit liefert

T
fiir r # 0,
p:=24 lrl (4.3.13)
0 firr =0
die Richtung des steilsten Abstiegs.
Die Funktion F ist wegen
ViF(z)= A
und positiv definitem A strikt konvex. Auch hiermit erkennen wir, dafl
z=A""b
wegen
VE(z)=0

das einzige und globale Minimum von F' darstellt.

Mit (4.3.13) erhalten wir das auch als Gradientenverfahren bezeichnete Verfahren des
steilsten Abstiegs in der folgenden Form:

Algorithmus - Verfahren des steilsten Abstiegs —

Wihle xy € R™
Fir m=0,1,...
Tm = b— Awm

:>\\rm#0 //g:

[7mll3 Am =0

/\m = (14,"77“,’4771)2

Tl = Ty + AmTm
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Bemerkung:
In der praktischen Anwendung wird ¢ auBerhalb der Schleife ermittelt und innerhalb
der Schleife

Tm+1 = b- A:Bm+1 =b- A:Bm - Am147"m

= Tm— Andr,

verwendet, wodurch pro Iteration eine Matrix-Vektor-Multiplikation vermieden wird. Ei-
ne MATLAB-Implementierung ist im Anhang A aufgelistet.

Satz 4.52 Das Verfahren des steilsten Abstiegs ist konsistent und nicht linear.

Beweis:
Das Iterationsverfahren ¢ : R™ x R™ — R™ ist gegeben durch

d(x,b) = (I — A\Nx,b)A) x + \(x,b)b, (4.3.14)

wobel A:R"™ x R®" — R in der Form

b~ Az|3 )
fir b— A
Mab) = (A(b- Az)b- Az), b ATFO
0 sonst.

festgelegt ist. Einfaches Nachrechnen an kleinen Beispielen zeigt, dal A nicht konstant
ist. Fiir & = A~'b ergibt sich A(&,b) = 0. Folglich erhalten wir & = ¢(&,b) und &
stellt einen Fixpunkt der Iteration ¢ dar.

Satz 4.53 Sei A positiv definit und symmetrisch, dann konvergiert die durch das Ver-
fahren des steilsten Abstiegs definierte Folge {@m}men, fiir jeden Startvektor xg € R™
gegen die Losung & = A™'b, und es gilt fir den Fehlervektor e, = ¢, — & die

Abschdtzung
conda(A) — 1\
mlla < . 4.3.1
lenla< (S0 1) leola (13.15)

Beweis:

Betrachten wir die Gleichung (4.3.14), so kann das Verfahren als spezielle Richardson-

Iteration mit variablem © = A(x,b) interpretiert werden. Da der Startvektor xzo € R”

beliebig ist, reicht der Nachweis der Abschétzung (4.3.15) fir m =1.

Seien Amax = max A und Apin = min A, dann ergibt sich beim herkémmlichen
A€o (A) A€o (A)

Richardson-Verfahren mit optimalem Gewichtungsparameter

Satz 4.32 2

O,
Pt Amax + Amin

fiir den Fehlervektor eff die Darstellung
6{% = MR(@opt)eO

mit
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M p(Oopt) = I — Opi A.

Aus der Symmetrie der Matrix A folgt, dal M r(Oopt) ebenfalls symmetrisch ist und
sich somit

Satz 2.34

HMR(Gopt)Hz P(MR(@opt))

Satz 4.32 )\max - )\min
)\max + Amin
ergibt. Zudem gilt fiir beliebiges p € R

MR(@Opt)Ap = ApMR(GOPt)7

und es folgt mit
ey = A/%eyund eft = A/2elt

die Darstellung
é{% = Al/QMR(@opt)eo - MR(@opt)é0~

Hiermit erhalten wir
~R ~
lef'la = [lerllz < M r(Oopt)ll2]l€0ll2 = M r(Oopt)|l2]l€ol| a-

Unter Verwendung der Gleichung (4.3.10) folgern wir

1 _ 1 X
G(x) = Q(Aa:—b)TA YAz —b) = 2|\sc—sc||i,

so daf} sich mit
R
' = 2o + OoptTo

und
xr1 = Ty + AoTo
durch
. . . 1 112
x; = arg min F(x) = arg min G(x) = arg min |z — &%
xExg+span {rg} xExo+span {ro} xExg+span {rg} 2
die Abschitzung
Amax — Ami
R max min
eilla <llei'lla < eolla 4.3.16
lealla < lleffla < 3™ L3 feo (4.3.16)
N~ ~ -~
€=

ergibt. Fiir positiv definite, symmetrische Matrizen A € R™*™ gilt [|All2 = p(A) =
Amax >0 und [|[A7 |2 = p(A™h) = A1 >0, so daB einerseits mit |¢| < 1 die behaup-

tete Konvergenz des Verfahrens vorliegt und andererseits aus (4.3.16) die Abschitzung

AH‘AELX J—
lera< 2o ! ||eo|A—<|A|2”A 1”21)Ieo||A—<Cond2(A)1)'6""“
= e 1 A A s + 1 conds (A) + 1

min

folgt.

Wegen conda(A) > 1 ist es aufgrund des obigen Satzes somit stets vorteilhaft, eine
moglichst kleine Konditionzahl vorliegen zu haben.
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Beispiel 4.54 Wir betrachten
Az =b

a=(5w0) o=(0) ==(uis)

Hiermit erhalten wir den folgenden Konvergenzverlauf:

mit

Verfahren des steilsten Abstiegs (Gradientenverfahren)

m Tm1 T2 Em = ||Tm — A7'b|| 4 Em/Em—1

0 4.000000e+00 1.341641e+00 7.071068e+00

10 3.271049e-02  1.097143e-02 5.782453e-02 6.183904e-01
40 1.788827e-08  5.999910e-09 3.162230e-08 6.183904e-01
70  9.782499e-15  3.281150e-15 1.729318e-14 6.183904e-01
72 3.740893e-15  1.254734e-15 6.613026e-15 6.183904e-01

Wir nutzen die in Abbildung 4.19 qualitativ dargestellten Hohenlinien der Funktion F
zur Verdeutlichung des Konvergenzverlaufs. Liegen bei der betrachteten Diagonalmatrix
gleiche Diagonaleintrige vor, dann beschreiben die Hohenlinien Kreise, und das Ver-
fahren konvergiert bei beliebigem Startvektor bereits bei der ersten Iteration, da der
Residuenvektor stets in die Richtung des Koordinatenursprungs zeigt. Weist die Diago-
nalmatrix positive, jedoch sehr unterschiedlich grofle Diagonaleintréige auf, dann stellen
die Hohenlinien der Funktion F' zunehmend gestreckte Ellipsen dar, wodurch die Néhe-
rungslosung bei jeder Iteration das Vorzeichen wechseln kann und nur sehr langsam
gegen das Minimum der Funktion F konvergiert. Die zunehmende Verringerung der
Konvergenzgeschwindigkeit 148t sich hierbei auch deutlich durch Betrachten der Kondi-
tionzahl der Matrix A erkldren, die bei der zugrundeliegenden Diagonalmatrix mit dem
Streckungsverhéltnis der Ellipse iibereinstimmt.

)

To

Bild 4.19 Hohenlinien der Funktion F' mit qualitativem Konvergenzverlauf
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Als Motivation zur Verbesserung fithren wir die Begriffe Optimalitdt beziiglich einer
Richtung und eines Unterraums ein.

Definition 4.55 Sei F': R™ — R gegeben, dann heifit € R”

(a) optimal beziiglich der Richtung p € R™, falls
Fx)<F(x+Ap) VAeR
gilt.
(b) optimal beziiglich eines Unterraums U C R™ | falls
Flx) < F(lx+§&) VE€ecU
gilt.
Lemma 4.56 Sei F durch (4.3.8) gegeben, dann ist x € R™ genau dann beziglich

U C R"™ optimal, wenn
r=b—Ax LU

gilt.

Beweis:
Fiir beliebiges € € U\{0} betrachten wir fir A € R

fag(N) = F(z + 2E).
Die Funktion f¢ ist laut (4.3.12) strikt konvex und aus
fre(N) = (Az — b.&)2 + A(AL.£)2

folgt

xT

Satz 4.57 Die Iterierten x,, , m € N des Gradientenverfahrens sind optimal beziiglich
der Richtung Tpm_1 =b— Ax,y_q .

Beweis:
Im Fall r,,_1 =0 folgt direkt r,, L r,,,—1. Sei 7,1 # 0, so erhalten wir mit

7 m—1 ||%

Am—1 = (ATm—1,"m—1)2

die Orthogonalitéit der Residuenvektoren durch
(Tmyrmfl)Z == (’I’m,1 - )\mflArmfhrmfl)Q

[7m-1ll3

Ar,, _ _
Arm—larm—l)g ( Tm=1:Tm 1)2

= (T‘m—larm—l)2 - (

= 0.

Lemma 4.56 liefert damit die Optimalitét.
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Korollar 4.58 Das Gradientenverfahren stellt in jedem Schritt eine orthogonale Projek-
tionsmethode mit K = L = span {r,,—1} dar.

Wiinschenswert wiire eine Optimalitéit der Iterierten beziiglich des gesamten Unterraums
U = span {rg,...,7m—1}, da fiir linear unabhiingige Residuenvektoren hierdurch spéte-
stens

z,=A""b

folgt. Im Verfahren des steilsten Abstiegs liegt jedoch das Problem vor, dafl die ermit-
telte Ndherungslosung @, stets nur eine Optimalitit beziiglich r,,—1 aufweist und die
Bedingung r L p nicht transitiv ist, so dafl aus r,,_2 L ry,—1 und 7,1 L 7, nicht
notwendigerweise 7,,_o 1 7, folgt.

4.3.1.2 Das Verfahren der konjugierten Richtungen

Die Idee dieses Verfahrens ist die Erweiterung der Optimalitdt der ermittelten Néhe-
rungen «,, auf den gesamten Unterraum U,, = span {po, e ,pm_l} mit linear un-
abhéngigen Suchrichtungen p,...,p,,_; . Hierzu werden wir mit dem folgenden Satz
eine Bedingung an die zu verwendenden Suchrichtungen formulieren, die den Erhalt der
Optimalitét beziiglich U, im (m + 1)-ten Schritt garantiert.

Satz 4.59 Sei F' gemdfl (4.3.8) gegeben und x € R™ optimal beziiglich des Unterraums
U = span {po, e ,pmfl} CR™, dann ist € = x4+ & genau dann optimal beziiglich U ,
wenn

AE LU

gilt.

Beweis:
Sei n € U beliebig, dann folgt die Behauptung unmittelbar aus

(b - Ai’n)Q = (b - Aman)g_ (Aﬁ,"?)z .

~

{

0

Wird mit p,, eine Suchrichtung gew#hlt, fiir die

Ap,, L U, =span {po, ... ,pm_l}

oder Aquivalent
Ap,, L p;;7=0,....m—1

gilt, so erbt die Ndherungslosung
Tl = Ty + /\mpm

laut Satz 4.59 die Optimaltitdt von @,, beziiglich U,, unabhingig von der Wahl des
skalaren Gewichtungsparameters A, . Dieser Freiheitsgrad wird im weiteren zur Erwei-
terung der Optimalitdt auf
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U1 =span{pg, ... ,Dm}
genutzt.

Definition 4.60 Sei A € R™*™ | dann heilen die Vektoren p,...,p,, € R" paarweise
konjugiert oder A -orthogonal, falls

(pi,pj)A = (Api,pj)2 =0 Vije{0,....m}undi#j
gilt.
Eine fiir das Verfahren wichtige Eigenschaft liegt in der sukzessiven Dimensionserh6hung

innerhalb der betrachteten Folge von Untervektorraumen {U,,},,_,, , die durch das
anschliefende Lemma nachgewiesen wird.

Lemma 4.61 Seien A € R"*"™ symmetrisch, positiv definit und pgy, ... ,py,_1 € R™\{0}
paarweise A -orthogonal, dann gilt

dim span {po, . ,pm_l} =m

fir m=1,....n.
Beweis:
m—1
Gelte ) a;jp; =0 mit a; € R, dann erhalten wir fiir i =0,...,m —1
j=0
m—1 m—1
0=(0,Ap;)2 = Z a;p;,Ap; = Z Qj (pj7Api)2 =04 EpivApi)g
J=0 2 3=0 #0, da X pos.def.

Folglich ergibt sich a; =0 fiir ¢ =0,...,m — 1, wodurch die lineare Unabhéngigkeit der
Vektoren nachgewiesen ist.

Seien mit py,...,p,, € R"\{0} paarweise konjugierte Suchrichtungen gegeben und x,
optimal beziiglich U,, = span {po, e ,pm_l} , dann erhalten wir die Optimalitéit von

Tm+1 = Tm + Apm

beziiglich U,,+1, wenn

0= (b— Azpy1,p)), = £b - Awm,pj)%—A\(Apm,pj)%
=Of1‘?rfj;£m =Of1‘?rfj;£m

fir j =0,...,m gilt. Hieraus ergibt sich fiir A die Darstellung

(rm’pm)Q
(Apm7pm)2 ’

und wir kénnen das Verfahren der konjugierten Richtungen in der folgenden Form schrei-
ben:
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Algorithmus - Verfahren der konjugierten Richtungen —

Wihle xy € R™

To = b-— A:I:O
Fir m=0,...m—1
)\m — (rm’pm)2
(Apm’pm)z

Tm+1 = Ty + /\mpm

Tm+1 = Tm — Am14pm

Sind die gegebenen Suchrichtungen ungiinstig gewéhlt, so kann mit «,, die exakte Losung
vorliegen, obwohl «,_1; noch einen sehr groflien Fehler aufweist. Im Extremfall kann
hierbei @, = g # A7 fir m=12,....,n—1 und x,, = A~ b gelten. Das Verfahren
kann daher bei fest vorgegebenen Suchrichtungen in der Regel nur als direktes Verfahren
genutzt werden. Diese Eigenschaft fithrt bei grofen n zu einem hohen Rechenaufwand.
Eine problemangepafite Auswahl der Suchrichtungen ist also gefordert.

4.3.1.3 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Die von Hestenes und Stiefel [37] vorgestellte Methode der konjugierten Gradienten
(CG-Verfahren) kombiniert das Gradientenverfahren mit dem Verfahren der konjugierten
Richtungen. Das Verfahren nutzt die Residuenvektoren zur Definition der konjugierten
Suchrichtungen, wodurch ein problemangepafites Vorgehen in Bezug auf die Auswahl
der Suchrichtungen vorliegt, und zudem die Optimalitit des Verfahrens der konjugier-
ten Richtungen erhalten wird (siehe Schaubild 4.20). Analog zu der bereits vorgestellten
Methode der konjugierten Richtungen kann das Verfahren der konjugierten Gradienten
als direktes und iteratives Verfahren interpretiert werden.

Mit den Residuenvektoren rg,...,r,, ermitteln wir die Suchrichtungen sukzessive fiir
m=1,...mn—1 gemif
pO = To,
m—1
Pn = Tm+ > ap;. (4.3.17)
Fir a;j =0 (j =0,...,m — 1) erhalten wir damit eine zum Verfahren des steilsten

Abstiegs analoge Auswahl der Suchrichtungen. Mit der Beriicksichtigung der bereits ge-
nutzten Suchrichtungen py,...,p,,_1 € R™\ {0} in der obigen Form liegen m Freiheits-
grade in der Wahl der Koeffizienten o; vor, die zur Gewahrleistung der Konjugiertheit
der Suchrichtungen genutzt werden. Aus der geforderten A -Orthogonalitéitsbedingung
folgt

m—1
0= (Apm’pz)2 - Avapz 2 + Z aj Apjapz
7=0
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Verfahren des Verfahren der
steilsten Abstiegs konjugierten Richtungen
Basis  : Gradienten als Basis  : Konjugiertheit der
Suchrichtungen Suchrichtungen
Vorteil : Problemorientiertheit Vorteil : Optimalitét
Nachteil : Konvergenzverhalten Nachteil : Fehlerverlauf

\ /

Verfahren der
konjugierten Gradienten

Basis : Gradienten zur Berechnung
konjugierter Suchrichtungen

Vorteile : Problemorientiertheit,
Optimalitét

Bild 4.20 Herleitung des CG-Verfahrens

fir i=0,...,m—1. Mit
(Ap;,p;), =0 firij € {0,....,m —1} undi# j
erhalten wir die benttigte Vorschrift zur Berechnung der Koeffizienten in der Form

a; = — ATmPi); (4.3.18)

(Apivpi)Q .

Somit ergibt sich die vorldufige Version des Verfahrens der konjugierten Gradienten in
der folgenden Darstellung:

Algorithmus - Vorldufiges Verfahren der konjugierten Gradienten —

Wihle xg € R™

Py :=To :=b— Axg

Fir m=0,...n—1
N\, = (rmvpm)Q
m ‘=
(Apm7pm)2

Tl = Ty + /\mpm

Tm+1 = Tm — )\mApm

m

A D
P41 = Tm+1 — Z ( T pJ)QP‘ (4.3.19)

=0 (Apj’pj)Q !
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Das vorldaufige CG-Verfahren weist den entscheidenden Nachteil auf, dal zur Berechnung
von p,,.; scheinbar alle p, (j = 0,...,m) benotigt werden. Im ungiinstigsten Fall
bendtigen wir daher den Speicherplatz einer vollbesetzten n x n-Matrix fiir die Such-
richtungen. Bei grofien schwachbesetzten Matrizen ist das Verfahren somit ineffizient und
eventuell unpraktikabel. Durch die folgende Analyse zeigt sich jedoch, dafl das Verfah-
ren im Hinblick auf den Speicherplatzbedarf und die Rechenzeit entscheidend verbessert
werden kann.

Satz 4.62 Vorausgesetzt, das vorliufige CG-Verfahren bricht nicht vor der Berechnung
von p; fir k>0 ab, dann gilt
(a) p,, ist konjugiert zu allen p; mit 0 <j<m <k,

(b) Unms1 := span {pg,... Pt = span {ro,...,rm} mit dimUyys = m + 1 fir
m=0,....k—1,

(¢) rm LUy firm=1,...k,
(d) :Bk:A_lb — ry,=0 <+ p.=0,
(e) Umnt1 = span {rg,..., A"re} fir m=0,....)k—1,

(f) Tm ist konjugiert zu allen p; mit 0 <j<m—-1<k—1.

Beweis:
zu (a): Da p;, berechnet wurde, gilt py,...,p,_; € R"\{0} . Die Behauptung folgt aus
den Berechnungsvorschriften (4.3.17) und (4.3.18).

zu (b): Induktion iiber m .

Fiir m =0 folgt py = ro € R™\{0} und damit die Behauptung. Sei (b) fiir m <
k—1 erfiillt. Wegen p,,,; € R"\{0} folgt mit (a) die Konjugiertheit von p,, 4
zu allen pg,...,p,, . Aus Lemma 4.61 erhalten wir somit dimU,,42 = m + 2,

und
m

(4.3.17)
Prp1 —Tmi1 = Y a;p; € Una
=0

liefert
Un2 = span {Upni1,Pm 41} = span {Upmi1,"mr1} -
zu (c): Induktion iiber m :
Fiir m =1 erhalten wir mit p, # 0 die Gleichung
(T0.Py)2
Apq.,Po),
Sei (c¢) fur m < k erfiillt und n € U, , dann folgt mit Teil (a)

T0o=Po

(ri,70)2 = (ro,70)2 — ( (Apy,70)y 0.

(Pmt+1,m)2 = (Tmsm)2 —Am (Apm7n)2 =0.
- ~ - N~ ~ 4
=0 =0

Unter Beriicksichtigung von p,,, # 0 erhalten wir die Behauptung durch

(T’m ’pm)2

Ap,,:Pp)s = 0.
Apm?pm)z ( 1 L)2

(Pmt1:Pm)2 = (Tm,Ppm)2 — (
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zu (d): Aus 7, = b—Axy, folgt direkt die Aquivalenz zwischen @, = A~ 'b und r, = 0.
Sei 7, = 0, dann liefert (4.3.19) die Gleichung p;, = 0. Gelte p; = 0, dann gilt
wiederum mit (4.3.19) ry, € Uy . Laut Teil (c) gilt aber 7 L Uy, womit 7, =0
folgt.

zu (e): Induktion iiber m :
Fiir m =0 ist die Aussage trivial.

Sei (e) fiir m < k — 1 erfiillt, dann folgt mit (b)
Tm € Unt1 = span {ro,...,ry} =span {ro,...,A"ro}

sowie
Ap,, € AU,,4+1 = span {Aro, e ,Amﬂro} .

Folglich erhalten wir 7,41 = 7, — A Ap,,, € span {ro, ... ,Am'HTO} , so daf}
Unm+2 = span {rg,...,Fms1} C span {ro, e ,Amﬂro} gilt. Teil (b) liefert
dim U,,+2 = m+ 2, wodurch U,,+2 = span {ro, . ,Am'Hro} folgt.

zu (f): Fir 0<j<m-—1<k—1 gilt p; € Up-1. Somit gilt Ap; € Uy, , und wir

erhalten
A symm. (c)

(Armp;), = =" (rmAp;), = 0.

Dem obigen Satz konnen wir drei wesentliche Aussagen zur Verbesserung des Verfahrens
entnehmen:

e Mit Aussage (f) folgt

m—1 A 'y A )
Z( i pj)ij:rmf (Ao Pr-1), Py (4.3.20)
=0 (Apj’pj)z

Py =Tm —
" " (Apmfhpmfl)g

Damit ist der Speicheraufwand unabhéngig von der Anzahl der Iterationen.

e Das Verfahren bricht in der £+ 1-ten Iteration genau dann ab, wenn p;, = 0 gilt.
Mit (d) liefert x; in diesem Fall bereits die exakte Losung, so dal p, = 0 als
Abbruchkriterium genutzt werden kann. Im folgenden Diagramm stellen wir zudem
eine Variante dar, die ohne zusitzlichen Rechenaufwand als Abbruchkriterium das
Residuum verwendet.

e Aus 7,41 = Tm—AmAp,, erhalten wir aufgrund der Eigenschaft (c) die Gleichung
(Tm — AmAD,,,*m)2 = 0, wodurch sich die skalare Gréfle in der Form

A, = (rvmpm)Q _ (Tm7rm)2 (4321)

(Apm7pm)2 (Apm7rm)2
schreiben 148t. Verwendung der Gleichung (4.3.20) offenbart

(Arm Pm—1 )2

A = A
( pmﬂ"m)Q ( pm’pm + (Apmflvpmfl)

pm—l) = (Apvmpm)Q’
2 2
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so dafl (4.3.21) die Eigenschaft

(rmarm)2 = (’l“m,pm)z (4.3.22)

liefert. Desweiteren ergibt sich im Fall A, # 0 aus dem vorliufigen CG-Verfahren
stets

1
Ap, = =\ (Pm+1 — Tm), (4.3.23)
so daf3
(Arm+1apm)2 A sy:mm‘ (Apm,’r'm-s-l)2 (4-:;23) (rm+1 - 7amarm+1)2
(Apmapm)Q (Apmapm)Q (Tm+1 - rm’pm)2
(b),(e) _(Tm+1,7'm+1)2 (4.3.22) _(Tm+1,’f'm+1)2
(Tm,Pm)z (rmarm)2

folgt und hierdurch innerhalb jeder Iteration eine Matrix-Vektor-Multiplikation
entfillt.

Hiermit ergibt sich das CG-Verfahren in der folgenden Form. Der interessierte Leser
findet eine Implementierung der Methode im Anhang A.

Algorithmus - Verfahren der konjugierten Gradienten —

Wihle xy € R™

po = 7”0 = b_ AwOa aO = ||TOH%

Fir m=0,...m—1

\anﬁéO A

Vi = Ap,, s A = (vmojzm)2 STOP
Tl = T+ AP
Tm+1 = Tm — AmUm
Qi1 = [P ]|
Pyl = Tm41 + am+1pm
anl

Beispiel 4.63 Wir betrachten das eindimensionale Randwertproblem (4.2.1) mit h, = é
(das heiBt Ny, = 7), wodurch sich Ayu’ = f° mit
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RNeXNe 5 A, = tridiag { —64,128, — 64}
ergibt. Zudem sei die rechte Seite geméif
Ff= (128, — 448,704, — 832,512,128,320)7

gegeben. Mit dem Startvektor uy = 0 erhalten wir den in der folgenden Tabelle prisen-
tierten Konvergenzverlauf:

Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren)
U, 1 Um,2 Um,3 Um4 Um5 Um,6 Um,7 ||rmH2
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1336.36
0.58 -2.04 3.21 -3.79 2.33 0.58 1.46 363.57
-0.39 -1.72 2.81 -4.57 3.00 4.99 4.26 252.76
-0.01 -2.38 2.06 -3.53 4.87 6.07 6.25 153.30
-0.14 -2.88 2,57 -2.13 6.50 7.48 593 117.64
-0.70 -2.18 3.53 -1.12 7.65 7.81 6.27 103.52
0.13 -1.14 5.40 0.54 8.23 8.54 6.98 89.70
1.00 0.00 6.00 1.00 9.00 9.00 7.00 0.00

N o Utk W~ O S

Dieses einfache Beispiel bestitigt die theoretische Eigenschaft des Verfahrens, nach spéte-
stens N, Iterationen die exakte Losung zu ermitteln. Im allgemeinen weist der numeri-
sche Algorithmus jedoch Ungenauigkeiten aufgrund von Rundungsfehlern auf, wodurch
bei einem Gleichungssystem (4.3.1) das nach n Iterationen vorliegende Ergebnis in der
Regel von der gesuchten Losung abweicht. Daher fithrt man in der Praxis bei kleinem n
zuséatzliche Iterationen durch, bis eine hinreichend genaue Loésung berechnet wurde. Ein
Algol-Programm fiir eine Variante dieses Algorithmus findet man in [76], einen umfang-
reichen Bericht iiber numerische Erfahrungen in [57].

Viele aus technischen Anwendungen resultierende Gleichungssysteme besitzen eine grofie,
schwachbesetzte Matrix A € R™*™ . An einer exakten Losung dieses Gleichungssystems
ist man dabei aus folgenden zwei Griinden nicht interessiert: Zunichst wiirde auch bei
exakter Arithmetik die eventuell benttigten n Iterationen auf extrem hohe Rechenzeiten
und folglich zu einem unbrauchbaren Verfahren fithren. Desweiteren stellt die exakte
Losung des Gleichungssystems gewohnlich nur eine Approximation an die Losung der
zugrundeliegenden Problemstellung dar. Man ist deshalb nur an einer Fehlerordnung
interessiert, die im Bereich der Approximationsgiite des Diskretisierungsverfahrens liegt.
Diese Argumente zeigen, dal auch ein theoretisch direkter Algorithmus wie das CG-
Verfahren iiblicherweise nur als iterative Methode verwendet wird.

Die im CG-Algorithmus auftretenden Quotienten verdeutlichen die grundlegende Abhén-
gigkeit des Verfahrens von der positiven Definitheit der Matrix. Gleichungssystemloser,
die die Symmetrie der Matrix ausnutzen, jedoch keine positive Definitheit fordern, werden
ausfiihrlich von Fischer [24] diskutiert.
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Beispiel 4.64 Als weiteres Beispiel betrachten wir die Poisson-Gleichung (siehe Bei-
spiel 1.1), wobei N = 200 gewiihlt wird und folglich 40.000 Unbekannte vorliegen. Zu-
dem verwenden wir ¢ = 0 und f(z,y) = 2z + 2y . Aus der folgenden Tabelle wird
ersichtlich, dal der CG-Algorithmus bereits nach 641 Iterationen eine {ibliche Grenze
der Maschinengenauigkeit erreicht hat. Auch hierdurch zeigt sich nachdriicklich, dal das
Verfahren bei groflen Gleichungssystemen als iterative Methode genutzt werden sollte.
Innerhalb des Beispiels 4.14 haben wir bereits nachgewiesen, dafl die Matrix des be-
trachteten Gleichungssystems den Voraussetzungen des Satzes 4.13 geniigt und folglich
das Jacobi-Verfahren konvergiert. Der Residuenverlauf dieser Splitting-Methode ist eben-
falls in der Tabelle enthalten und unterstreicht die durch das CG-Verfahren gewonnene
immense Effizienzsteigerung.

CG-Verfahren Jacobi-Verfahren

Iterationen Residuenverlauf
0 140.348 140.348
150 1.83245 134.735
300 2.40822¢e-05 131.221
450 1.77391e-12 128.135
600 1.88161e-15 125.292
641 8.91038e-17 124.547

Bemerkung:
Es gilt beim CG-Verfahren stets

Tm € To + span {po, s apm—l} )
~ -

~
=span {rq,...,A™ lro } =K,
und x,, ist optimal beziiglich K, , da
T L Ko

gilt. Das CG-Verfahren stellt somit eine orthogonale Krylov-Unterraum-Methode dar.
Zudem gilt

T =arg  min F(x). (4.3.24)

Wir haben bereits beim Verfahren des steilsten Abstiegs eine Konvergenzaussage auf der
Basis der Konditionszahl der Matrix des linearen Gleichungssystems herleiten kénnen.
Eine analoge Aussage werden wir nun fiir das CG-Verfahren formulieren.

Satz 4.65 Seien A € R™ ™ symmetrisch, positiv definit und {@.,}men, die durch
das Verfahren der konjugierten Gradienten erzeugte Folge von Niherungslosungen. Dann
erfillt der zu @, korrespondierende Fehlervektor e, = @, — A~ b die Ungleichung

conds(A) — 1 "
lemlla <2 V/eondz(4) leoll a-
\/condg(A) +1
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Beweis:
Wir nutzen wiederum die Menge P) aller Polynome p vom Héchstgrad m, die der
Nebenbedingung p(0) = I geniigen. Folglich existiert aufgrund der Gleichung

m
em=Tm —A'b=x9— A"1b— E c; A g
N~ v 4 1 N~ o~ 7
=eo = =—Aleg

ein Polynom p € P}, mit
en =p(Aep. (4.3.25)

Die Gleichung (4.3.24) liefert ||@,, — A™'b||a = Mingea, 4 x,, | — A7 b||a , wodurch

lemlla = min [[p(A)eolla (4.3.26)
pEPL

m

folgt. Als symmetrische und positiv definite Matrix besitzt A reelle und positive Ei-
genwerte A, > ... > A; > 0 und die zugehorigen Eigenvektoren vy, ...,v, konnen als
Orthonormalbasis des R™ gewiihlt werden. Somit existiert eine Darstellung des Fehler-
vektors e in der Form
n
ey = Z Q;V;
i=1

mit «; € R fiir ¢ =1,...,n. Hieraus erhalten wir

n n n
leolls = (Z QU Zm&m) = Zaf)\i
=1 i=1 ) i=1
und analog
n
Ip(A)eola =D p(Ai)*ai N
i=1
Folglich ergibt sich unter Ausnutzung der Gleichung (4.3.26) die Ungleichung

lemlla = min [p(A)eoa
pEPL

m

LN
m

n 1/2
< min ma i a2\
< i s 00 (Yot

< Wileall a. 4.3.27
< min max [pOV)]eo]la (4.3.27)

Die weitere Aufgabe zum Nachweis der Behauptung besteht in der Angabe eines spezi-
ellen Polynoms. Fiir die Tschebyscheff-Polynome T, : [—1,1] — [—1,1] mit

T () = cos(marccosx), m € Ny

148t sich mittels einer Induktion unter Verwendung von Tp(z) =1 und Ti(x) = = die
Rekursionsformel
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Trt1(x) = 22T, (x) — Trp—1(x) fir m €N

aus dem Kosinus-Additionstheorem herleiten. Diese Darstellung belegt T,, € P, und
wird zudem zur Fortsetung der Tschebyscheff-Polynome auf R genutzt. Ebenfalls ergibt
sich durch eine vollstdndige Induktion die Gleichung

1 1 1 1
Tm z+ = ™+ fiir m € Np. (4.3.28)
2 T 2 Tm

Wir betrachten zunéchst den Fall \; # A, . Unter dieser Voraussetzung ist das Polynom

)

p"n - T )\n+)\1
m >\n _>\1

wohldefiniert und es gilt p,, € P}, . Ausgehend von der Ungleichung (4.3.27) erhalten
wir mit 2 — (A M)
- n T A1
T <1 VA€M,
‘ ( AL = An )‘ B [ ' ]
und

B V/conda(A) =1 y/conda(A) + 1

Ao+ A1 conda(A)+1 1 [4/condy(A)+1 n /conda(A) — 1
An— A1 conda(A)—1 2

) (4.3.29)

die Abschitzung

< A
llemlla < \anax [Pm(N)]lleoll a
< ! lleoll
< eolla
An+A

-1

(43.29),(4:3.28) |, /conda(A) + 1 " n /conda(A) — 1 " ”
B \/condz(A) —1 colla

~ ~ -~ ~
>0 >0

/condg(A) — 1 "
< 2(¢COH®<A>H> leola

Fiir den Spezialfall \; = \,, > 0 nutzen wir p,, € PL mit p,,(\) =1— )\A und erhalten
mit condz(A) = i\’; = 1 die behauptete Ungleichung

/conda(A) — 1 "

enlla < max m ()| ||e =0=2 e .

fela <, x| () el ( Vi) 11) ol
=0
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4.3.2 Verfahren fiir regulire Matrizen

Im Kontext komplexer Anwendungsfille konnen hiufig keine Aussagen iiber die Eigen-
schaften der auftretenden Gleichungssysteme getroffen werden. Bereits die Diskretisie-
rung der Konvektions-Diffusions-Gleichung (Beispiel 1.4) zeigt, daf selbst bei einfachen
Grundgleichungen die Symmetrie der Matrix nicht gewiéihrleistet werden kann. Wir wer-
den uns in diesem Abschnitt daher mit Verfahren beschéftigen, die neben der Regularitét
der Matrix zunéchst keine weiteren Forderungen an das betrachtete Gleichungssystem
stellen. Diese Bedingung erweist sich beim GMRES-Verfahren als theoretisch hinreichend
fiir die Konvergenz und Stabilitdt des Verfahrens. Die weiteren iterativen Gleichungssy-
stemloser basieren direkt oder indirekt auf dem Bi-Lanczos-Algorithmus und erben dem-
zufolge im Fall einer indefiniten Matrix auch dessen mdogliche vorzeitige Verfahrensab-
briiche. Trotz dieser Problematik sind die angesprochenen Algorithmen im Bereich des
wissenschaftlichen Rechnens sehr verbreitet und haben sich als robust, stabil und effizient
erwiesen.

4.3.2.1 Der Arnoldi-Algorithmus und die FOM

Arnoldi entwickelte 1951 ein Verfahren zur sukzessiven Transformation dichtbesetzter
Matrizen auf die obere Hessenbergform. Dieser Algorithmus wurde spéter auch zur Er-
mittlung von Eigenwerten verwendet und dient in der folgenden Form zur Berechnung
einer Orthonormalbasis V,, = {v1,...,vn} des Krylov-Unterraums K, , die fiir weitere
Verfahren von entscheidender Bedeutung ist.

Zur Herleitung des Arnoldi-Algorithmus setzen wir voraus, daf8 mit {vi,...,v;} eine
Orthogonalbasis des K; = span{ro,... AT} fiir j =1,...,m vorliegt. Wegen

AK,, = span{Arg,...,A"ro} C Kpt1
liegt die Idee nahe, v,,4+1 in der Form

Vmt1 = AUy, + € mit € € span{vy, ..., v} = K,

m
zu definieren. Mit £ = — > «a;v; folgt
j=1

(Vm1,05)2 = (AVm,v5)2 — aj(v),05)2,

wodurch aufgrund der Orthogonalitéitsbedingung

_ (A'Umy'uj)Q
Qj =
(v;,05)2
fir j =1,...,m gilt. Betrachten wir zudem ausschlieBlich normierte Basisvektoren, dann

vereinfacht sich die Berechnung der Koeffizienten zu
oy = (’Uj,A'Um)Q

und wir erhalten unter der Voraussetzung 7y # 0 das folgende Verfahren:
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Algorithmus - Arnoldi —

To

V1 =
L ol

Fir j=1,....m

Fir i=1,....,

hij = (’Uz',z4’0j)2 (4330)
j
w; = A’l)j - Zhijvi (4331)
i=1
i1 = llwjll2 (4.3.32)
k hjt1; #0 A
Vjt1 = i (4.3.33) Yi+1:=0
hjy1,;
STOP

Eine Implementierung dieses Verfahrens in Form eines MATLAB-Files befindet sich im
Anhang A.

Satz 4.66 Vorausgesetzt, der Arnoldi-Algorithmus bricht nicht vor der Berechnung von

Uy # 0 ab, dann stellt V; = {v1,...,v;} eine Orthonormalbasis des j-ten Krylov-
Unterraums K; fir j=1,...,m dar.

Beweis:

Wir weisen zundchst nach, daf§ die Vektoren wvq,...,v; fiir alle j =1,...,m ein Ortho-

normalsystem (ONS) reprisentieren. Hierzu fiihren wir eine Induktion iiber j durch.

Fir j =1 ist die Aussage wegen 7o # 0 trivial. Sei Vj, fir k=1,...,5 <m ein ONS,
dann folgt unter Ausnutzung der Voraussetzung vjy1 # 0 die Gleichung

(4.3.31) . ;
4.3.33
(Vj4+1,0k)2 (4259 (Avjzhij’vi,vk>
2

Rt s
J+1,3 i—1

1
= ((Avj,v5)2 — hi;)
i1,
3 1
(4230 ((Avj,vr)2 — (vi,Avj)2)
hjiaj

= 0
Die Normierung (4.3.33) liefert die Behauptung.

Wir kommen nun zum Nachweis der Basiseigenschaft und fiihren wiederum eine Induk-
tion iiber j durch.
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Fiir j =1 ist die Aussage trivial. Sei Vj, fiir k=1,...,7 < m eine Basis von K} , dann
folgt
J
w; = A Vj —Zhijvi S Kj+1.
ceK; 121\/ -
€K;
Somit gilt span{vi,...,v;41} C Kj4+1 . Aufgrund der nachgewiesenen Orthonormalitit

der Vektoren wvi,...,v;41 € R™\ {0} gilt dimspan{vi,...,v;41} = j+ 1, wodurch
span{vi,...,vj41} = K;41 folgt.

Satz 4.67 Vorausgesetzt, der Arnoldi-Algorithmus bricht nicht vor der Berechnung von
U # 0 ab, dann erhalten wir unter Verwendung von V., = (v1...v,) € R™™™ mit

H, =V.AV, ¢ Rm*™ (4.3.34)
eine obere Hessenbergmatriz, fir die

(H o)y = hij aus dem Arnoldi-Algorithmus fir ¢ <j+1,
Y10 fir i >j5+1

gilt.

Beweis: R
Bezeichnen wir die Elemente der Matrix H,, mit h;; , dann folgt mit (4.3.34)

hij = (v;,Av))s (1259 hij fir i <j.

Seien j € {1,...,m — 1} beliebig, aber fest, dann erhalten wir fir k € {1,...,m — j}
die Darstellung

hjvkg = (Vjpr,Avj)2
J
(4.3.31)
= (Vjpr,wj)2 + Z hij (Vjtk,i)2
=1 - >
=0
(4.3.33)
=" Ry, (Vjk0 41)2
. hj+17j fir k=1
- 0 fir k=2,...,m—j.

Satz 4.68 Vorausgesetzt, der Arnoldi-Algorithmus bricht nicht vor der Berechnung von
VU1 ab, dann gilt

AV =V Hy, (4.3.35)
wobei H,, € RmMTDxm gy rep,
H,,
H, = ( 0o ) (4.3.36)

gegeben, ist.
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Beweis:
Aus (4.3.31) und (4.3.33) folgt

J
A'Uj = thrl’jijrl + Zhijvi fur] =1,...,m
i=1

und somit (4.3.35).

Mit dem Arnoldi-Algorithmus kann direkt ein iteratives Verfahren zur Losung der Glei-
chung Ax = b definiert werden. Zunéchst 148t sich jeder Vektor x,, € &g+ K,, in der
Form

Ty =To+ Vo, mit o, cR” (4.3.37)

schreiben, da die Spalten der Matrix V,, eine Basis des Krylov-Unterraums K, dar-
stellen.

Machen wir den Ansatz einer orthogonalen Krylov-Unterraum-Methode, dann ergibt sich
unter Verwendung des ersten Einheitsvektors e; = (1,0,...,0)T € R™ die Bedingung

T = b— Ax,, 1L K,,
— (b— Ax,v;)2 = Ofirj=1,...,m
— R"50 = VZI(b-Az,)
D YT (g — AV aum)
= |rolleer — Ygév@am. (4.3.38)
=H,,

Hiermit erhalten wir die als Full Orthogonalization Method (FOM) bezeichnete ortho-
gonale Krylov-Unterraum-Methode in der folgenden Form:

Algorithmus - Full Orthogonalization Method (FOM) —

Wihle g € R™ und m € N.
To ::bfA:I:O

\7“07'50 A

Berechne V,, und H,, gemifl dem STOP
Arnoldi-Algorithmus unter
Verwendung von 7g

a,, = ||T'0||2H;11€1

Ty = X9+ Vi,
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Die Losung der Gleichung
H o = ||roll2e1

kann zum Beispiel durch m — 1 Givens-Rotationen mit G = Gy ;-1 - ... - G2,1 und
anschlieBendem Riickwirtslosen des verbleibenden Systems

Ram = ||1‘0H2G61

mit einer rechten oberen Dreiecksmatrix R erfolgen. Fiir das Residuum ergibt sich hier-
bei

lrmllz = (b= Ao+ Vimam)|2

S 4.68
M Vo (Irollzer — Hnan) |2

R
HGHTOHQel B ( 0...0 Rpptim ) Cm

- hm+17m (am)m .

2

Bei der FOM mufl durchaus m sehr grofl gew#hlt werden, um eine akzeptable Losung
erwarten zu diirfen. Eine Uberpriifung des Residuums als Indikator fiir einen Verfah-
rensabbruch wére daher wiinschenswert. Eine Moglichkeit besteht darin, mit € > 0 eine
Genauigkeitsschranke vorzugeben. Erfilllt «,,, die Bedingung ||b — Ax,,||2 < ¢ dann
wird das Verfahren beendet, ansonsten wird ein ,Restart* mit xg = @,, durchgefiihrt.
Hierdurch wird der Speicherplatzbedarf fiir die Orthonormalbasis auf n-m reelle Zahlen
beschrankt.

Zur Aufwandsminimierung in Bezug auf die Rechenzeit und den benétigten Speicherplatz
erhalten wir somit die folgende Variante der Full Orthogonalization Method, zu der eine
MATLAB-Implementierung im Anhang A aufgefiihrt ist.

Algorithmus - Restarted FOM —

Wiahle g € R", ¢ >0 und m € N.
To = b— Awo
Solange ||rg|l2 > €

Berechne V,, und H,, gemif Arnoldi-Algorithmus unter Verwendung
von T

To = b-— Aﬂ)o
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Ein Problem des vorgestellten Algorithmus liegt darin, da die Orthogonalitét der Vek-
toren bereits nach wenigen Iterationen verloren gehen kann. Eine Verbesserung liefert
der sogenannte Arnoldi-modifizierte Gram-Schmidt-Algorithmus. Dieser ergibt sich aus
dem Arnoldi-Verfahren, indem (4.3.30) und (4.3.31)

Aktuelle Schleife (Arnoldi) —

Fir i=1,...,j
hij = ('UZ',A'UJ')Q
w; = Av; = 375 hijvi

durch

Modifizierte Schleife (Arnoldi) —

(4.3.39)
ersetzt werden.

Legt man eine maximale Bandbreite der Matrix H,, fest und vernachlissigt anschlie-
Bend alle auflerhalb liegenden Matrixeintrége, so ergibt sich die IOM (Incomplete Ortho-
gonalization Method), die analog zu DIOM (Direct IOM) eine schiefe Projektionsmethode
darstellt. DIOM und IOM unterscheiden sich einzig darin, dafl bei der direkten Version
eine LU-Zerlegung der Matrix H,, vorgenommen wird, wodurch sich ein einfach pro-
grammierbarer Algorithmus ergibt. Eine spezielle Implementierung der IOM wird in [58]
vorgestellt.

4.3.2.2 Der Lanczos-Algorithmus und die D-Lanczos-Methode

Mit dem Ziel der Eigenvektor- und Eigenwertbestimmung stellte Lanczos [44] bereits
1950 ein Verfahren zur Umformung symmetrischer Matrizen auf Tridiagonalgestalt vor.
Wie wir sehen werden, kann die Methode als Vereinfachung des Arnoldi-Algorithmus
fiir symmetrische Matrizen aufgefalt werden. Betrachten wir eine symmetrische Matrix
A € R™™™  dann folgt mit (4.3.34)

H,=vIaAv, =viaA'v, =wlav, 7' =HL.

Hiermit erhalten wir den Lanczos-Algorithmus aus dem Arnoldi-Algorithmus, da



4.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 141

(a) das Matrixelement hj_; ; bereits durch hj;;_1 im vorhergehenden Schritt berech-
net wurde und somit die Schleife (4.3.30) zu hj;; = (v;,Av;)2 degeneriert und

(b) (4331) sich auf w; = A’Uj — hj_17j’0j_1 — hjj’Uj verkiirzt.
Wahlen wir die Notationen a; = hj; und ¢; = hj_; ;, dann hat H,, die Gestalt

ayp C2

am—-1 Cm

Cm Qm

Aus der modifizierten Variante des Arnoldi-Algorithmus (siehe (4.3.39)) ergibt sich unter
Ausnutzung von hj_i; = h; j—1 der Lanczos-Algorithmus in der Form

Algorithmus - Lanczos —

To

= ,c1: =0, v9g:=0
[[Toll2

(O
Fir j=1,....m
wj = Avj — c;vj_1

aj == (wj,v;),

wj = wj — aj'vj

cj1 = [|wjll2
N e
w; -
Vjt1 i= J Vj+1: 0
Cj+1

STOP

Analog zum Arnoldi-Algorithmus 148t sich auch die Lanczos-Methode zur Lésung des
linearen Gleichungssystems Ax = b verwenden. Vorausgesetzt, die Matrix H,, 143t
sich in der Form

1 B1 02
Y2 . 0 - . 0
H,, — (4.3.40)
O O 6"”
Ym 1 Bm
S - -~
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zerlegen, dann folgt

0; = c¢ifirj=2,....m

pr = a, (4.3.41)

o= 9 g =2, m, (4.3.42)
Bi-1

B;i = aj—yicifirj=2,....m. (4.3.43)

Analog zur FOM schreiben wir die Ndherungslosung unter Verwendung des ersten Ein-
heitsvektors e; € R™ in der Form

4.3.40)

-1 ( —1y—1~
Ty, = @p+ VmHm ||’l"0H261 xo + VmUm Lm (&1
~ ~

= €
= xo+ szm

mit P,, := V,,LU;I € R™™ und z,, := L;lél . Seien py,...,p,, € R" die Spalten-
vektoren von P, , dann folgt mit

B1 62

P,, A = (v1...Um)
s

die Gleichung 6,,p,,_1 + BmPm = Um, wodurch sich die Vorschrift zur Berechnung der

m -ten Spalte mittels
1

ﬁ?n
unter Beriicksichtigung der Festlegung do := 0 respektive p, := 0 ergibt. Gilt die
Beziehung P, 1Up—1 = Vp—1, dann folgt mit (4.3.44) die Gleichung P, U, =V, ,
wodurch sich P, = VmU;L1 ergibt. Sei desweiteren z,,_1 = (&1,...,6m-1)7 € R™7!
die Losung von Ly,—12m—1 = €1 € R™™! so erhalten wir durch Inkrementierung der
Raumdimension

y 2 (’Um - 5mpm—1) (4344)

0
R™>e;=Lynzm = L,,_1 Zm—1 _ e
' o 0 ( Em Ymém—-1 + &m
0 0 vm 1
und somit
gm = _’Ymgm—l- (4345)

Hierbei liefert die erste Gleichung direkt & = 1. Fiir die Ndaherungslésung folgt daher

Zm—
T, = Xo+ (Pm—lapm) < g ! ) =290+ Ppr-12m-1 +§mpm

= Tm-1+ fmpm (4346)
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und wir erhalten zusammenfassend das D(Direct)-Lanczos-Verfahren:

D-Lanczos-Algorithmus —

Wihle g € R™ und € >0

To := b— Awo
\ [roll2 > A
||7‘0||2

c1:=71:=0, & =1, py:=v9:=0
Far j=1,...
wj; = A’Uj — CjV;j 1

aj = (’Ui,'wj)g

NS N

(4.3.42) ¢, (4.3.45)
Vo= &G = g
Bi—1

(4.3.43)
Bi = aj = ¢

(4 3. 44) 1 (4.3.46)

('UJ_CJPJ 1), T = T +&p;

\ Ib— Az;|l, > ¢ A

w; =W, — a;v; vjy1 =0

cjr1 = [lwjl2 STOP

\ Cj+17£0 A

_ W vjy1 =0
STOP

Die Anwendung einer LQ-Zerlegung anstelle einer LU-Zerlegung fithrt auf das Verfahren
SYMMLQ), welches 1975 von Paige und Saunders [54] vorgestellt wurde. Die naheliegende
Idee der Nutzung einer QR-Zerlegung wird zudem in [24] vorgestellt.

Der D-Lanczos-Algorithmus wurde auf der Basis der Umformung (4.3.38) hergeleitet und
stellt somit analog zur FOM eine orthogonale Krylov-Unterraum-Methode dar. Betrach-
ten wir nun den Spezialfall einer positiv definiten und symmetrischen Matrix A.Da V,



144 4 Tterative Verfahren

orthonormale Spaltenvektoren besitzt, erhalten wir V& # 0 fiir alle € R\ {0},
wodurch sich mit
(x,Hpx)y = (Viyz,AVyx),

neben der Symmetrie auch die positive Definitheit auf die Matrix H,,, € R™*™ iibertrigt.
Mit H,, stellen auch alle Hauptabschnittsmatrizen H,,[k] fiir k= 1,...,m positiv de-
finite Matrizen und folglich auch regulére Matrizen dar. Hierdurch folgt mit Satz 3.8 die
Existenz und Eindeutigkeit der Zerlegung (4.3.40). In diesem Fall ist der Algorithmus
wohldefiniert und als orthogonale Krylov-Unterraum-Methode zudem #quivalent zum
CG-Verfahren. Somit kénnen wir den D-Lanczos-Algorithmus als Verallgemeinerung des
CG-Verfahrens auf indefinite symmetrische Matrizen ansehen.

4.3.2.3 Der Bi-Lanczos-Algorithmus

Die aus dem Arnoldi- und Lanczos-Algorithmus hervorgegangenen iterativen Verfahren
FOM und D-Lanczos weisen unterschiedliche Vorteile und Nachteile auf.

Der Vorteil der Full Orthogonalization Method liegt in der Anwendbarkeit fiir belie-
bige reguldre Matrizen A € R™ " wihrend sich der D-Lanczos-Algorithmus durch
einen geringen Speicherplatzbedarf fiir die Orthonormalbasis {v1,...,v,,} des Krylov-
Unterraums K,,, auszeichnet. Betrachten wir die Nachteile der beiden Algorithmen, so
weist die FOM einen hohen Speicherplatzbedarf fiir die Orthonormalbasis auf, der bei
schwachbesetzten Matrizen A € R™*"™ oftmals keine n Iterationen zuléfit. Abhilfe liefert
die ,,Restarted-Version*, die jedoch nach n Schritten auch theoretisch keine Konvergenz
gewihrleistet. Das D-Lanczos-Verfahren ist dagegen auf die Losung von Gleichungssyste-
men mit einer symmetrischen Matrix A beschriinkt und kann als Spezialform der FOM
fiir symmetrische Matrizen interpretiert werden. Beide Verfahren sind fiir positiv definite
Matrizen formal dquivalent zum Verfahren der konjugierten Gradienten.

Das Ziel des Bi-Lanczos-Algorithmus liegt in der Ermittlung einer Basis des Krylov-
Unterraums K, derart, daB hierauf beruhende iterative Verfahren den Vorteil eines ge-
ringen Speicherplatzes mit der Anwendbarkeit auf unsymmetrische Matrizen verkniipfen.

Sei A € R™ "™ eine beliebige regulire Matrix, dann definieren wir neben
K,, = K,, (A,;ry) = span {'ro,Aro, e ,Amflro}

den zu K, transponierten Krylov-Unterraum

KWTT = K,, (AT,'I’Q) = span {To,AT’r‘Q, el (AT>m_1 'ro} .

Definition 4.69 Seien vy,...,v,,w1,...,w,; € R, dann heilen die beiden Mengen
{v1,..., 0} und {wi,...,wy} bi-orthogonal, wenn

(vi,wj)Q = 6ijcij mit Cij € R\{O} fiir twj=1,...,m (4347)
gilt. Im Fall ¢;; =1 fiir ¢ =1,...,m heilen die Mengen bi-orthonormal.

FEine wesentliche Eigenschaft bi-orthogonaler Mengen wird durch das folgende Lemma
beschrieben.
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Lemma 4.70 Seien die Mengen {vi,...,vn} und {wi,...,wy} bi-orthogonal, dann
qgilt
dimspan {v1,..., v} = m = dimspan {w1,...,w,,}

Beweis:
Aus Symmetriegriinden ist es hierbei ausreichend, die Behauptung fiir die Vektoren
v1,...,V,, nachzuweisen. Gelte 0 = ZZL Aiv; , so erhalten wir fiir 7 = 1,...,m die
Darstellung

1 — 1 — 1 (& 1

)\j = Z )\icijéij = Z )\i (’Ui,’wj)2 = (Z )\ivi,wj> = (O,wj)Q =0.
Cjj = Cjj = cjj \‘= , G

Der Bi-Lanczos-Algorithmus basiert auf der folgenden Idee: Anstelle eine Orthonormal-
basis des K, zu ermitteln, wird simultan eine Basis {v1,...,v,,} des K, und eine
Basis {w1,...,w,} des K[ berechnet, die der Bi-Orthogonalititsbedingung (4.3.47)
geniigen.

Bi-Lanczos-Algorithmus —

v = wy = ||:00H2 (4.3.48)
fir j=1,...,m
hjj == (w;,Avj)s (4.3.49)
Vi = Avj — hjv; —hjoq v (4.3.50)
wi iy = ATw; — hjjw; — hjjo1wjo (4.3.51)
hjt1y = (Vi w)ey)e|"?

N e

CHERRYL

hjj41 = (4.3.52) hjj+1:=0
’ hjt1,
'lf‘f v =0
v = 0 (4.353) 7
hjta,
* Wiy =0
w*
wip =, 0 (4.3.54)

hji+1 STOP
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Mit dem néchsten Satz werden wir nachweisen, dafl der vorliegende Bi-Lanczos-Algorithmus
tatséichlich bi-orthonormale Basen der Krylov-Unterriume K, und K7 generiert.

Satz 4.71 Vorausgesetzt, der Bi-Lanczos-Algorithmus bricht nicht vor der Berechnung
von wy, # 0 ab, dann stellen V; = {v1,...,v;} und W; = {w1,...,w,} eine Basis
des Krylov-Unterraums K beziehungsweise KJ-T fir j=1,...,m dar. Zudem erfiillen
die Basisvektoren die Bi-Orthogonalititsbedingung (4.3.47) mit ¢;; =1 fir i=1,...;m.

Beweis:
Den Nachweis der Bi-Orthonormalitéit erhalten wir durch eine vollstindige Induktion
iiber j.

Fir j=1 folgt
(ro,m0)2

=1.
H’“o”%

('wh'vl)Q =

Sei die Bedingung fiir £ =1,...,j < m erfiillt, dann erhalten wir

(4.3.50)
(4.3.53) 1 (

(vj+1,w;), b
J+1,5

(Avjw;), —hjj (vj,w;s), —hj-1,; (vj—hwj)2>
4 N~ 4 N~ 4

=1 =0

{

~ ~

=g
= O’

wobei sich im Fall j = 1 die Eigenschaft (v;_1,w;), = (vo,w1), = 0 durch die Defini-
tion von wvq := 0 ergibt. Zudem gilt fiir 0 <7 < j

oy = (onhT),
(4.3.51)
(4.3.54)
= hiis1 (Vjwit1), + (Vjhiw; + hii—1wi_1),
- ~ -~
=0

o hjfl’j fiir 4 :j — 1,
- 0 fiiri < j — 1.

Die Verwendung der beiden obigen Aussagen liefert fiir 0 < ¢ < j die Gleichung

(4.3.50) .
(4.3.53)
Wjsrwi)y =", | (Avjwe)y  —hyj (v5,wi); —hjog (V5-1,w0),
J+1.5 N N~ 7 S~~~ 7
hj_1., i=j—1 =0 _J1, i=5-1
:{O’J ’ j<j—1 0, i<y—-1

Analog ergibt sich (w;i1,v5), =0 fiir ¢ < j. Mit
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v w’
_ Jj+1 j+1
(vj+1ij+1)2 - (h O >
J+1,5 "5,5+1/ 2
(4.3.52) Ly (W awtes)
- h: . (’U* w* ) J+1+1)2
J+1,5 J+1Wi41),
= 1

erhalten wir abschlielend die behauptete Bi-Orthonormalitit der Vektoren.

Seien qo, . ..,qm—1 beliebige Polynome mit grad(g;) =i fiir ¢ =0,...,m—1 und ¢o £ 0,
dann 148t sich jedes x € K, in der Form

m—1 ) m—1
r = Z a;A'rg = Z Biqi(A)ro
i=0 i=0
darstellen, wodurch
span {qo(A)To, .. qm-1(A)ro} = Ko, (4.3.55)

folgt.

Basierend auf der Gleichung (4.3.55) erhalten wir den Nachweis der Erzeugendeneigen-
schaften durch eine vollstindige Induktion iiber j. Fiir 7 =1 folgt

) ]. 0

v = =qo(A)rg mit A) = .
1 HTOHQ qO( )0 q0( ) HTOHQ

Mit grad(go) =0 und go(A) # 0 erhalten wir folglich span{v,} = K .

Fiir j =2 ergibt sich aus (4.3.49) und (4.3.53) unter Beriicksichtigung von vy = 0 und
hjt1,; # 0 die Darstellung

1 1
vy = (Avy — ha vy — hy2v0) = ((A—=haoI)qo(A)) o
hg,l h2,1
- -
q1 (?43::

mit grad(qr) = 1. Sei die Erzeugendeneigenschaft fir ¢ = 1,...,j < m mit j > 2
erfiillt, dann folgt fiir die im Bi-Lanczos-Algorithmus berechneten skalaren Groflen hjy1 ;
aufgrund des vorausgesetzten Nichtabbruchs des Verfahrens unter Beriicksichtigung von
j < m die Eigenschaft hj;q; # 0. Hierdurch ergibt sich

(4.3.50) )
(4.3.53)
vir = (Av = hyvg = hyeagvio1) = 45 (A)ro
J+1,J
mit 1
G(4) =, ((A=hjI)g-1(A) = hj-1,59-2(A)).
Jj+1,5

Somit erhalten wir grad(g;) = j, wodurch
Span {'Ul, e ,Uj+1} = Span {qo(A)To, <oy (A)'T‘()} = Kj+1

folgt. Der Beweis fiir KL ergibt sich analog. Die lineare Unabhingigkeit folgt durch
Lemma 4.70 aus der Bi-Orthonormalitidt der Vektoren.



148 4 Tterative Verfahren

Die in den Sétzen 4.67 und 4.68 beschriebenen FEigenschaften der Basisvektoren ha-
ben sich bereits bei der Beschreibung der FOM als hilfreich erwiesen und werden auch
bei der Herleitung des GMRES-Verfahrens von entscheidender Bedeutung sein. Analo-
ge und fiir die weiteren Verfahren grundlegende Aussagen hinsichtlich der vorliegenden
bi-orthonormalen Basisvektoren liefert der folgende Satz.

Satz 4.72 Vorausgesetzt, der Bi-Lanczos-Algorithmus bricht nicht vor der Berechnung
von Wy, #0 ab, dann seien V,, = (v1...0,) € R"™ und W,, = (w1...w,,) €
R™*™ die aus den ermittelten Basisvektoren des K,, und KL gebildeten Matrizen.
Desweiteren seien hy; die im Algorithmus auftretenden skalaren Grofen, dann gelten
die Gleichungen

T, = WLAV,, (4.3.56)
AVm = Vme + hm—&-l,mvm+1e?n (4357)
AW, = W, T + hpmirwniiel (4.3.58)

mit e, = (0,...,0,1)T € R™ sowie der durch

) hifirj —1<i<j+1,
(T'm)ij { 0 sonst

gegebenen Tridiagonalmatriz T, € R™*™ wund die Matrizen V., und W,, besitzen
mazimalen Rang.

Beweis:
Aus (4.3.49) folgt direkt
(Tm)jj = hjj = (wj,Av;), .
Die Definition des Vektors v}, ; innerhalb des Bi-Lanczos-Verfahrens liefert mit (4.3.53)
fiir ¢ > j die Gleichung

(Wi, Avj), = (wiwji), +hyj (wiwg), +hyj1 (wiv1)
- ~ 4 - -~ - - ~ -

=hjt1,5(wiv541), =0 =0

B hj+1’j firi=7+1,
= 10 fiwi>j+L

Analog erhalten wir mit der Definition von wj,; und (4.3.51) fiir i <j

) N T,. N\ hj_17jfi’1ri:j—1,
(ws, Av;) = (A w“vﬂ) - { 0 firi<j—1,

womit die behauptete Darstellung der Matrix T, gemifl (4.3.56) gezeigt ist.

Beriicksichtigen wir die Gestalt der Matrix T, , dann stellen die Gleichungen (4.3.57)
und (4.3.58) die Matrixdarstellungen der Gleichungen (4.3.50) und (4.3.51) unter Ver-
wendung von (4.3.53) respektive (4.3.54) dar.

Der Nachweis rang(V,,) = rang(W,,) = m folgt unmittelbar aus der Basiseigenschaft
der entsprechenden Spaltenvektoren.
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Der Bi-Lanczos-Algorithmus terminiert in der prasentierten Form im Fall h;1;; = 0.
Eine derartige Situation tritt auf, wenn einer der beiden Basisvektoren identisch ver-
schwindet. Gilt vy, = 0, so liegt mit K ein A -invarianter Krylov-Unterraum vor,
d. h. es gilt K; = Kj41, und hierauf basierende orthogonale als auch schiefe Krylov-
Unterraum-Methoden liefern die exakte Losung des Gleichungssystems, siche [61]. Eine
analoge Aussage ergibt sich fiir w7, ; = 0. Diese beiden Félle werden als regulére Ver-
fahrensabbriiche beschrieben. Bei orthogonalen Vektoren vj,; # 0 # wj,; liegt ein
sogenannter ernsthafter Abbruch (serious breakdown) vor, da hierauf beruhende Projek-
tionsmethoden in der Regel ohne Berechnung einer akzeptablen Nidherungslosung termi-
nieren. Diese Problematik kann oftmals durch eine vorausschauende Variante des Ver-
fahrens (Look-ahead Lanczos algorithm) behoben werden. Hierbei wird ausgenutzt, dafl
hiufig die Vektoren vj,, und wj,, auch ohne explizite Verwendung von v7,; und
wj, definiert werden kénnen. Sollten auch v7,, und wj , nicht ermittelt werden
konnen, dann versucht der Algorithmus die Vektoren vj,5 und wj 4 zu berechnen,
usw.. Gelingt die Berechnung eines solchen Vektorpaares, so kann der Algorithmus in
seiner urspriinglichen Form weitergefithrt werden. Die auf dem Bi-Lanczos-Algorithmus
beruhenden Iterationsverfahren haben sich innerhalb praktischer Anwendungen auch bei
Nutzung der beschriebenen Lanczos-Version als stabil erwiesen [48, 50]. Wir verzichten
daher auf eine detailierte Beschreibung der vorausschauenden Variante und verweisen
den interessierten Leser auf die Arbeiten von Brezinski, Zaglia, Sadok [13] und Parlett,
Taylor, Liu [55], wobei in letzterem auch sogenannte unheilbare Verfahrensabbriiche dis-
kutiert werden.

4.8.2.4 Das GMRES-Verfahren

Das von Saad und Schultz [62] 1986 vorgestellte GMRES-Verfahren (Generalized Minimal
Residual) ist bei beliebigen regulidren Matrizen anwendbar. Analog zum CG-Algorithmus
kann das Verfahren formal als direktes und iteratives Verfahren aufgefafit werden. Die
Verwendung des GMRES-Verfahrens in einer direkten Form ist jedoch in der Regel auf-
grund des benétigten Speicherplatzes nicht praktikabel. Der Algorithmus wird daher bei
praxisrelevanten Problemstellungen zumeist in einer Restarted-Version genutzt, die be-
reits bei der FOM vorgestellt wurde. Das Verfahren kann auf zwei unterschiedliche Arten
betrachtet werden.

Einen Zugang erhalten wir, indem wir GMRES als Krylov-Unterraum-Methode betrach-
ten, bei der die Projektion durch eine Petrov-Galerkin-Bedingung mit L,, = AK,,
gegeben ist und das Verfahren somit eine schiefe Projektionsmethode darstellt.

Die zweite Moglichkeit zur Herleitung des Verfahrens besteht in der Umformulierung
des linearen Gleichungssystems in ein Minimierungsproblem. Wir definieren hierzu im
Gegensatz zum Verfahren der konjugierten Gradienten die Funktion F' durch

F:R" — R
x — |b— Ax|3. (4.3.59)

Lemma 4.73 Seien A € R™™*™ regulir und b € R™, dann gilt mit der durch (4.3.59)
gegebenen Funktion F

T = arg ireliRr}L F(x)
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genau dann, wenn & = A~'b gilt.

Beweis:
Es gilt F(z)=|b— AacHg >0 fiir alle € R™. Somit erhalten wir durch

F()=0 < A&=b

die Aussage

T = arg;rel]iRI}m F(x)=A"'b.

Zum Abschluf3 dieser kurzen Einordnung der GMRES-Methode miissen wir noch nach-
weisen, dafl beide Herleitungen zum gleichen Verfahren fiithren, das heifit, dal die bei
den unterschiedlichen Bedingungen erzielten N#iherungslosungen iibereinstimmen. Diese
Aussage liefert uns das folgende Lemma.

Lemma 4.74 Seien F: R™ — R durch (4.3.59) gegeben und xo € R™ beliebig. Dann
folgt

T = i F 4.3.60

T =arg min F(z) ( )
genau dann, wenn

b— Az 1 L, = AK,, (4.3.61)
gilt.
Beweis:

Seien x,,,x € xg + K,, mit £ = g+ z und x,, = g + 2 , dann erhalten wir
F(xy) — F()
= (Az,, - bAx, —b), — (A — b,Ax - b),
= (A(xzo+ zm) — b,A(xo + zm) — b)y — (A(xo + 2) — b,A(z0 + 2) — b),
= (Azm,Azpm), +2(Axo — b,Azy), + (Axg — b,Axg — b),
—(Az,Az), —2(Axy — b,Az), — (Azo — b,Ax( — b),

= SAzm,Azm)2 —2(Az,Azy), + (Az,Az)
= (A(zm — 2),A(zm — z))Q

2
-

+2{(Aa:0 —-bAzp), + (Az,Azn), — (Axg — bAz), — (Az,Az)z}
= (Az — bA(zpm — 2)),

= (A(zm —2),A(zm — 2))y +2(AZ — bA(z) — 2)),- (4.3.62)
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L(4.3.61) = (4.3.60)¢
Gelte b— Az | AK,, .
Dann ergibt sich (b — Ax,Az), =0 fiir alle z € K, und wir erhalten

~, (4.3.62)
Fl@,) = F@) =" |A(zm—2)|;-

Unter Beriicksichtigung der Regularitit der Matrix A folgt somit
F(z,,) > F(z) fur alle ,,, € {xo + K }\{Z}.

L(4.3.60) = (4.3.61)"

Gelte £ =arg min  F(x).
xzExo+Km

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis durch und nehmen hierzu an, dafl ein z,, € K,,

derart existiert, daf3
(b— Az, Azp,), =€ #0

gilt. O.B.d.A. kénnen wir € > 0 voraussetzen. Mit der Regularitit der Matrix A gilt
Zm # 0 und wir definieren
N = (Azm,AZp), > 0.
2
Desweiteren betrachten wir fiir gegebenes ¢ € R mit 0 < £ < c die Vektoren
n

25 =¢zp+ 2z Ky, (4.3.63)

und

Somit folgt

n (a:fn) PG (4.3.62) (A (an _ z) A (an — z))2 + 2 (AE: -bA (zfn - Z))z
CEY(A(E2n) A (E2m)); +2 (AT — bA (E20)),
= -2
= &(én—2¢)
< 0.

Hiermit liegt ein Widerspruch zur Minimalititseigenschaft von & vor.

Die GMRES-Methode basiert auf der vom Arnoldi-Algorithmus berechneten Orthonor-
malbasis {v1,...,0,,} des K, . Prinzipiell kann die Ermittlung der Orthonormalbasis
auch mittels hiervon abweichender Verfahren wie zum Beispiel einer Householder Trans-
formation durchgefiihrt werden. Eine derartige Implementierung wird in [73] beschrieben.
Bei der Herleitung gehen wir von der Darstellung des Verfahrens als Minimierungspro-
blem aus. Sei V,, = (v1...v,,) € R™™  dann 148t sich jedes x,, € ©g + K, in der
Form
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x,, = g+ Vo, mit a,, € R™
darstellen. Mit

Jn: R™ — R

a — |[[b—A(xo+ Vnyo)l, (4.3.64)

ist die Minimierung gemif (4.3.60) dquivalent zu
oy, = arg;rel]g}n Im (), (4.3.65)
T, = xo+ Vo, (4.3.66)

Zwei zentrale Ziele der weiteren Untersuchung sind nun eine moglichst einfache Berech-
nung von ., zu finden und ., erst dann berechnen zu miissen, wenn

[b— Az, <e
mit einer vorgegebenen Genauigkeitsschranke € > 0 gilt.

Mit dem Residuenvektor rqg = b — Axzg schreiben wir unter Verwendung des ersten
Einheitsvektors e; = (1,0,...,0)T € Rm+!

Im () = [b—A(zo+ Vo),
= lro — AV o,
= ” HT‘OHQ U1 — Avma ”2

Satz:4.68 H ||7°0H2 V] — Vm+1Hma H2

= Vs (lroll, €1 = Hue) ||, (4.3.67)
Hierbei stellt H,,, die Matrix

— Hm
Hom = ( 0.0 hnstm

mit einer rechten oberen Hessenbergmatrix H,, dar.

) c R(m+1) xm

Der Sinn der vorgenommenen dquivalenten Umformung der Minimierungsaufgabe liegt
in der speziellen Gestalt der (m+1) x m Matrix H,, . Die erste Formulierung des Mini-
mierungsproblems beinhaltet den Nachteil, dal wir bei einer vorgegebenen Genauigkeit
eine sukzessive Berechnung der Folge
Tm = arg  min F(x), m=1,...
explizit bis zum Erreichen der Genauigkeitsschranke durchfiihren miissen. Wie wir im
folgenden nachweisen werden, erméglicht uns die durch (4.3.65) und (4.3.66) gegebene
Formulierung des Problems, die Berechnung des minimalen Fehlers
min  F(x)
zE€xo+Km
vorzunehmen, ohne x,, explizit ermitteln zu miissen. Damit haben wir die Moglichkeit,

erst dann x,, zu bestimmen, wenn der zu erwartende Fehler die geforderte Genauigkeit
erfiillt.
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Lemma 4.75 Es sei vorausgesetzt, daf$ der Arnoldi-Algorithmus nicht vor der Berech-

nung von Vi1 abbricht und die Matrizen Giyq; € RUVDX0HD - i 4 = 1. m
durch
1
1
L (&5 Si
Gz+1,z = —si ¢
1
1

gegeben sind, wobei ¢; und s; gemdfs

a b

c; = und §; = 4.3.68
(2 \/(],2 + b2 K] \/(],2 + b2 ( )
mit
a = (Gi’ifl Cat G3’2 . GQlem)i,i
und
bi=(Gii1-... -Gz~ G2,1H7n)i+17i
definiert sind. Dann stellt
Qm = Gm+1,m et G2,1
eine orthogonale Matriz dar, fir die
QmHm = Rm
mit
M1 ... .. Tim
0 . :
Ro=| t+ -~ |= ( 0 ) € Rimrxm (4.3.69)
Tmm
0 0

gilt und R, reguldr ist.

Beweis:

Gilt vy41 # 0, dann folgt hjiq; #0 fir 7 =1,...,m, wodurch alle Spaltenvektoren
der Matrix H,, linear unabhéngig sind und somit rangH,, = m gilt. Im Fall v,,41 =0
gilt hpt1,m = 0, so daB mit (4.3.35) AV,, = V,,H,, und wegen rang(AV,,) =
rang(V ., H,,) = m die Eigenschaft rangH,, = rangH ,,, = m folgt.

Wir fithren den Beweis mittels einer vollstindigen Induktion iiber ¢ durch.

Fiir ¢ =1 erhalten wir mit rangH,,, = m direkt

hiy + h3 #0
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und somit die Wohldefiniertheit der Rotationsmatrix Ga ;. Durch elementares Nach-
rechnen wird leicht ersichtlich, dafl eine orthogonale Transformation der Matrix H,,
durch G

1 1 1
U 1+ R 1 vo)
o sy ... ... a8
GonH,=| U e
0 0
0 0 ... 0 hmtim
liefert. Gelte nun fiir 7 < m
hy B,
0
©) (1)
Gt GonHpyy = 0 hitrin hittm
hivoivr .. ... hizam
0 .
0 ... 0 0 .. 0 hpmeim
Da alle Givensrotationen Gj4+1,;, j = 1,...,i orthogonale Drehmatrizen darstellen, folgt
rang (Giy1,i - ...  GenHpy) =m,
wodurch sich )
(hgi)l,iﬂ) + (hi+2,z‘+1)2 7é 0
ergibt. Somit ist auch die Matrix G;42,;+1 wohldefiniert und es folgt
i+1 i+1
RO Ry
0
. 0 (i+1_) (_z'+1)
Git2,it1 ... GonHyy = ’ e
hivsive .. ... hizzm
0 .
0 ... 0 0 .. 0 hpmeim
Die Matrix Q,, = Gpyi,m ... Ga1 € R(m+1x(m+1) jst mit Lemma 2.27 orthogonal

und es gilt
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QmHm = Rm mit Tij = h’E]m)

fir i =1,...,m,j =1,...,m. Aus rangR,, = rang(Q,,,H,,) = rangH,, = m folgt
abschlieend die Regularitit der Matrix R, .

Definieren wir mit der durch Lemma 4.75 gegebenen Matrix Q,, € ROmADx(m+1) ynter
Verwendung von e; = (1,0,...,0)T € R™*! den Vektor

_ _((m) (m) r 7 T o gmtl 4
9 = IToll, Qrer = (M- AT Ama1) = (90 ym41)” € . (4.3.70)

dann folgt mit (4.3.67) im Fall v,,11 # 0 die Darstellung

i Jm@) = i [V (Jroll, e — Hmad,
= min |[lIrolle1 — Huex,
— nin. Q.. (Irollyer — Hpa)|],
Lemrpa 4.78 min g, — Rme,
- argJiRr}n \/|')’m+1|2 + 119 — Rma”j (4.3.71)

Durch die Regularitdt der Matrix R, ergibt sich somit

Jnin Im (@) = |Ym+1] - (4.3.72)

Liegt v,,+1 = 0 vor, so erhalten wir

min J,(a) = min ||V, (||roll,e1 — Hmoz)H2 = min ||g,, — Rmall, =0.

acRm™ acRm acR™

Bemerkung;:
Fiir die durch (4.3.70) gegebenen FehlergroBen ~1, ..., Ym+1 gilt

7l = vl < Jvil = llrj-ill2

fir j=1,...,m.

Zusammenfassend erhalten wir den GMRES-Algorithmus in der folgenden Form. Auch
zu diesem Verfahren kann dem Anhang A eine mogliche Umsetzung in MATLAB ent-
nommen werden.
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GMRES-Algorithmus —

Wihle xg € R™

To ::bfA:I:O
k ro=0
T = X9 To
vy = ;1= roll2
[70]l2

Fir j=1,...n

Fir ¢ =1,...,5 setze h;j := (v;,Av;)2

J
wj = Av; — Zlhijvi, hjs1j = llw;ll2
=

Fir i=1,....5—1

()5 )
hivij; ) -85 ¢ Ry,
T Y A
ﬂ'*\/ i T SiE g

hjj .
ﬂ b

Cj =

hjj =0

Vi+1 = 7855 V5 = G

N Yji+1 =0

Fiir i =3j,...,1

Vjt1 =

J
T:=xo+ > qv;
i=1

STOP

4 Tterative Verfahren

e

hjt1,

Untersucht man das Verfahren, so erkennt man, daf} die einzige Abbruchmdoglichkeit im
Verschwinden von hj;i1; liegt. Ein wesentliches Merkmal des Verfahrens besteht darin,
daB GMRES an dieser Stelle nicht zusammenbricht, sondern die exakte Losung liefert.
FEine mathematische Beschreibung dieser Eigenschaft liefert uns der folgende Satz.
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Satz 4.76 Seien A € R™ ™ eine reguldre Matriz sowie hji1; und w; durch den
Arnoldi-Algorithmus gegeben und gelte j < n. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(1) Fiir die Folge der Krylov-Unterriume gilt

KlCKQC...CKj:Kj+1:....

(2) Das GMRES-Verfahren liefert im j -ten Schritt die exakte Lisung.
(3) w;=0€cR".

(4) hj15=0.
Beweis:
»(1) & (3)°
Wir erhalten die Aussage direkt durch die folgenden dquivalenten Umformulierungen:
Kjy1 = K;
< span {ro, e ,Ajro} = span {1‘0, e ,Ajflro}
& span{vi,...,v;w;} =span{vi,...,v;}
& wj €span{vy,...,v;}
& w;=0¢cR" da (v;w;), =0fiiri=1,...,75 gilt.
»(3) & (4)°
Der Nachweis folgt unmittelbar aus h;y1; = |[wjl[, .
2(2) = (4)°

Sei z; die exakte Losung von Az = b, dann folgt mit (4.3.72) ;41 = 0. O.B.d.A.
setzen wir voraus, daf§ x;_; # x; und somit 7; # 0 gilt. Wir nutzen die Gleichung

Q. O
O0=74 = € 1Gj; T Iroll; €1
0 1
j—1
1 7Y
. :
= €] (-1)
J+1 1 7],371
¢ S Y
=55 ¢ 0
= =557

und erhalten mit v; # 0 die Aussage s; = 0. Unter Verwendung der Gleichung (4.3.68)
ergibt sich hiermit h;11; =0.
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»(4) = (2)

Da hjy1,; = 0 berechnet wurde, hat kein Abbruch des Arnoldi-Algorithmus vor der
Berechnung von v; # 0 stattgefunden. Mit Lemma 4.75 erhalten wir folglich die Existenz
einer orthogonalen Matrix

Q;=Gji1;...-Gy1 € RE+DX(G+1)
mit
R.

wobei R; eine reguldre obere Dreiecksmatrix darstellt. Die Voraussetzung hji1,; = 0
liefert mit (4.3.68) s; =0, so daf

1
Gjt1, = 1 (4.3.74)
Cj
Cj
folgt. Desweiteren stellen die im Arnoldi-Algorithmus ermittelten Vektoren wvi,...,v;
eine Orthonormalbasis des K; dar.
Sei Vi1 = (V;,0541) € R™* U+ mit einem normierten und zu wvi, ... ,v; orthogona-
len Vektor v;4; € R™, dann folgt mit h;i1,; =0 durch Satz 4.67 die Gleichung
AV;=V;H; =V ;1 H;. (4.3.75)

Sei g; gemif (4.3.70) in der Form
T .
9; = Iroll Q;ex = (g7 v51) € R
gegeben, dann definieren wir
o ::Rj_lgj Y
und
x; =xo + Vjaj e R™. (4376)

Hiermit folgt unter Verwendung von

Q._, 0
TOQGHLJ‘( 7 el
o7 1

g;

g1
= G| v

0
31y [ g,
- 0
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die Gleichung
b—Az;l, = [ro— AV al,
= |[Vis1 (Iroll, er — Hjag) |,
||Q] (||’I°0H261 - Hjaj)Hz
, R,
- (%) (Fy)e

= 0.

2

Somit stellt x; die exakte Losung der Gleichung Ax =b dar.

Das GMRES-Verfahren weist zwei grundlegende Nachteile auf. Die erste Problematik
liegt im Rechenaufwand zur Bestimmung der Orthonormalbasis, der mit der Dimension
des Krylov-Unterraums anwéchst. Desweiteren ergibt sich ein hoher Speicherplatzbe-
darf fiir die Basisvektoren. Im Extremfall mufl auch bei einer schwachbesetzten Matrix
A € R™" eine vollbesetzte Matrix V,, € R™ "™ abgespeichert werden. Bei praxisre-
levanten Problemen iibersteigt der Speicherplatzbedarf daher oftmals die vorhandenen
Ressourcen. Aus diesem Grund wird oft ein GMRES-Verfahren mit Restart verwen-
det, bei dem die maximale Krylov-Unterraumdimension beschrankt wird. Weist das
Residuum ||ry,|l2 bei Erreichen dieser Obergrenze nicht eine vorgegebene Genauig-
keit ||rmll2 < & > 0 auf, so wird dennoch die zur Zeit optimale N#herungslésung
., bestimmt und als Startvektor innerhalb eines Restarts verwendet. Das folgende
Diagramm beschreibt eine GMRES-Version mit Restart und einer maximalen Krylov-
Unterraumdimension von m . Das Verfahren wird oftmals als Restarted GMRES(m )
bezeichnet. Die theoretisch mogliche Interpretation des GMRES-Verfahrens als direk-
te Methode geht in dieser Formulierung zwar verloren, aber das Residuum ist dennoch
monoton fallend.

Im Rahmen einer impliziten Finite-Volumen-Methode zur Simulation reibungsfreier und
reibungsbehafteter Luftstromungen erwies sich bei schwachbesetzten Gleichungssystemen
mit etwa 10.000 Unbekannten eine maximale Krylov-Unterraumdimension im Bereich 10
bis 15 als ausreichend, um eine Genauigkeit von ¢ = 1075 ohne Restart zu erreichen,
falls eine geeignete Prikonditionierung implementiert wurde. Hierbei hat sich gezeigt,
daf} das Konvergenzverhalten des GMRES-Verfahrens sehr stark vom gewéhlten Prikon-
ditionierer abhingt. Mit einer unvollstéindigen LU-Zerlegung (siche Abschnitt 5.4) erwies
sich die Methode als robust, wihrend eine einfache Skalierung (siehe Abschnitt 5.1) ana-
log zum Verfahren ohne Vorkonditionierung haufig auf nicht akzeptable Rechenzeiten
fithrte. Eine ausfiihrliche Diskussion der angesprochenen Ergebnisse kann der Arbeit [48]
entnommen werden.

Das Ersetzen der Arnoldi-Methode durch eine unvollstindige Orthogonalisierungsvor-
schrift innerhalb des GMRES-Verfahrens fiithrt auf den sogenannten Quasi-GMRES-Algo-
rithmus (QGMRES). Dieser Ansatz kann auch in einer direkten Version der DQGMRES
verwendet werden. Beide Verfahren sind allerdings nicht so stark verbreitet und werden
detailliert in [61] beschrieben.
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GMRES(m )-Algorithmus mit begrenzter Anzahl von Restarts —

Wihle g € R™ und € > 0
restart :=0; rg := b — Axg

W ~

T =% V1 = H:;)OHQ”Yl = |7oll2

Fir j=1,....m
Fir i =1,...,5 setze h;j := (v;,Av;)2
w; = Av; — 330 hijvi, b= lwgl

Firi=1,...j—1

hz‘j L C; S hz‘j
hi+1,j ' —S; G hi+1,j

— 2 2 v e hirg. L hyj
= \/hjj thipg si= 7 =g

hjj =05 Yj+1 = =875 V=6

INEREE e

1

w;
hjt1,5

Fiar 1 =3,...,

Vi1 =
Q; = hl <’Yi - Zi:z’-&-l hiko‘k)
T = x0+ Y0, av,
STOP
Fir i =m,...,1
o 1= hlii (i — Dkt hikou)
T =0+ Y g Qs
xo:=x; ro:=b— Axg; restarts := restarts + 1

solange restart < Maximale Anzahl von Restarts

Unter Verwendung von W, = (Av;y... Av,,) erfiillt das GMRES-Verfahren die Vor-
aussetzung des Satzes 4.49. Folglich gilt
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[Pl < [Pl min [[p(A)rol
PEPL,

beziiglich jeder Norm, wobei P,, die in (4.3.4) aufgefithrte Projektion darstellt. Fiir
Projektionen gilt mit P2 = P,, stets ||P,,| > 1, wodurch sich fiir den Spezialfall der
euklidischen Norm schon aus der Definition der Funktion F' gemé&$ (4.3.59) fiir die durch
das GMRES-Verfahren ermittelte Niherungslosung ,, mit

[7mll2 = min [|p(A)rol|2 (4.3.77)
pEP}

m

eine Verbesserung der Aussage ergibt. Unter zusétzlichen Voraussetzungen an die Matrix
ergeben sich mit den anschliefenden Aussagen weitere Abschitzungen des Residuums.

Zu einer gegebenen symmetrischen Matrix B € R™*" bezeichne Apin(B) und Apax(B)
im folgenden stets den betragskleinsten beziehungsweise betragsgrofiten Eigenwert von
B.

Satz 4.77 Sei A € R™*" positiv definit und r,, der im GMRES-Verfahren ermittelte
m -te Residuenvektor, dann konvergiert das GMRES-Verfahren, und es gilt

22 (AT+A> 2
min 2
1— ||’I°0H2. (4378)

Ama (ATA)

[rmll2 <

Beweis:
Aus (4.3.77) erhalten wir

[rmllz < min [Ip(A)]l2[|roll2- (4.3.79)
pEPL

m

Wir werden nun den Nachweis der Abschitzung (4.3.78) durch eine explizite Angabe
eines Polynoms p € P}, erbringen.

Fiir a > 0 definieren wir p;(A) =TI — aA € P}, wodurch (p;(A))™ € P}, und

min [[p(A)[|2> < 1(p1(A)™ [l < llp2 (A" (4.3.80)
gilt. Aus
(2.2.2) I—aA)x|?
I3 2? s (I ad)el3=sup |7 O
lz]l2=1 z70  |l=l3
A Ax, A
= sup{1—2a<w’ w)2+a2< v w)Q}
@40 (z,)2 (z,)2
ergibt sich fiir  # 0 unter Verwendung von
T
0< (A:I:,Aw)g _ (a:,A Aw)? S )\max (ATA>
<w7w)2 (SC,SC)Q

und
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AT+ A
(:B,A:B)g . (33, 2+ 33)2 A AT + A\ A po;. def. 0
(w,w)Q (waw)2 o 2
die Ungleichung
AT+ A
Ip1(A)3 <1 = 20Amin ( ; > + 0 Amax (ATA) . (4.3.81)

Das Minimum der rechten Seite beziiglich a erhalten wir im Punkt
AT+A

)\min ( 2+ )

Amax (AT A)

Durch Einsetzen der Gréfie auin in die Abschitzung (4.3.81) folgt fiir p1(A) = I—aminA
die Ungleichung
A2 ( AT+A )
min 2

Amax (AT A)
Somit konvergiert das GMRES-Verfahren, und es gilt

> 0.

Qmin =

0< [p(A)f3 <1~ <1, (4.3.82)

(4.3.79) .
[rmllz < min [[p(A)ll2]|7oll2
PEPM
(4.3.80

)
< (A5 ol

(4.3.82) /\I2nin (AT2+A> :
< 1-— H'r’oHQ.

- Amax (ATA)

Fiir eine symmetrische Matrix ergibt sich hieraus zudem eine Abschitzung unter Verwen-
dung der Konditionszahl der Matrix A, die den Vorteil einer kleineren Konditionszahl
verdeutlicht.

Korollar 4.78 Sei A € R"*™ positiv definit und symmetrisch. Zudem sei r., der
im GMRES-Verfahren ermittelte m -te Residuenvektor, dann konvergiert das GMRES-

Verfahren und es gilt
cond3(A) — 1Y 2
Irala < (22 ) ol
2

Zum Abschlufl dieses Abschnitts wenden wir uns nochmals dem GMRES( m )-Verfahren
zu. Wiahrend mit Satz 4.76 das GMRES-Verfahren spéitestens nach n Iterationen die ex-
akte Losung liefert, kann aufgrund des Restarts eine solche Aussage fiir die GMRES(m )-
Methode (m < n ) nicht nachgewiesen werden. Zwar liegt auch bei der Restarted-Version
ein monotones Abfallen des Residuums vor, es bleibt jedoch zu befiirchten, dafl sich
ein konstanter Residuenverlauf einstellt. Wir sind daher an Konvergenzaussagen fiir
das GMRES( m )-Verfahren interessiert, die zudem aus praktischen Gesichtspunkten ei-
ne moglichst kleine untere Schranke fiir die maximale Krylov-Unterraumdimension m
fordern sollten. Eine derartige Aufgabenstellung kann in Spezialfillen durch die anschlie-
Benden Sitze positiv beantwortet werden.
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Satz 4.79 Sei A € R™*"™ positiv definit, dann konvergiert das GMRES(m )-Verfahren
fir m>1.

Beweis:
Durch die Ungleichung (4.3.82) ergibt sich mit Satz 4.77 stets

[r1ll2 < ~llroll2 (4.3.83)

mit v < 1.Da ~ unabhéngig vom Startvektor @ ist, folgt aus (4.3.83) die Behauptung.

Satz 4.80 Sei A € R™ ™ regulir und symmetrisch, dann konvergiert das GMRES(m )-
Verfahren fir m > 2.

Beweis:

Ausgehend von der Abschiitzung (4.3.79) wihlen wir p(A) = I — aA? mit a > 0.
Analog zum Beweis des Satzes 4.77 folgt unter Verwendung der Symmetrie der Matrix
A die Ungleichung

Hp(A)Hg <1l- 2Oé)‘l’nil’l (AQ) + a2)\max (A4) .
Fiir den optimalen Parameter ergibt sich

)\min (A2)
>\max (A4)

Qmin =

wodurch mit p1(A) =1 — aminA? die Abschiitzung

A?nin (AZ) %
[rall2 < (1 " o (A Iroll2

. ~~ -

<1
folgt.

Weitere Konvergenzaussagen fiir das GMRES-Verfahren wie auch fiir die Methoden CGN
und CGS werden in [52] hergeleitet.

Liegt mit A eine symmetrische Matrix vor, dann degeneriert der Arnoldi-Algorithmus
zum Lanczos-Verfahren (siehe Abschnitt 4.3.2.2) und wir erhalten mit H,, eine Tridiago-
nalmatrix. Aufgrund der speziellen Gestalt der Matrix 148t sich das GMRES-Verfahren in
der Form einer Dreitermrekursion schreiben, wodurch das angesprochene Speicherplatz-
problem entfillt und keine Notwendigkeit zur Betrachtung einer Version mit Restart
vorliegt. Diese spezielle Form des GMRES-Algorithmus wurde bereits 1975 von Paige
und Saunders [54] vorgestellt und trigt den Namen MINRES (Minimal Residual). Eine
Herleitung dieses Verfahrens wird in [32] prisentiert.
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4.3.2.5 Das BiCG-Verfahren

Das BiCG-Verfahren (Bi-Conjugate Gradient) wurde urspriinglich bereits 1952 von Lan-
czos [45] vorgeschlagen. Seine grofle Verbreitung erzielte er jedoch erst in der von Fletcher
[25] prisentierten Formulierung. Das Verfahren stellt eine auf dem Bi-Lanczos-Algorith-
mus basierende Krylov-Unterraum-Methode dar, wobei die Orthogonalitéit durch eine
Petrov-Galerkin-Bedingung L,, = KL = span{r¢,ATrg,... ,(AT)™ 1y} gegeben ist.
Im Vergleich zur GMRES-Methode zeichnet sich der Algorithmus durch einen deutlich
geringeren Speicherplatzbedarf aus. Jedoch weist das Verfahren zwei entscheidende Nach-
teile auf. Vererbt durch den zugrundeliegenden Bi-Lanczos-Algorithmus werden Multi-
plikationen mit der zu A transponierten Matrix ben6tigt, und das Verfahren kann, wie
in Abschnitt 4.3.2.3 beschrieben, bei einer reguliren Matrix abbrechen, ohne die exakte
Losung berechnet zu haben.

Satz 4.81 Vorausgesetzt, der Bi-Lanczos-Algorithmus bricht nicht vor der Berechnung
von vy, # 0 ab, und die in Satz 4.72 definierte Tridiagonalmatriz T, ist requldr, dann
stellt

xm =20+ VTl (|roll2er) € o + Ko, (4.3.84)
mit e = (1,0,...,007 € R™ die eindeutig bestimmte Losung der auf der Petrov-
Galerkin-Bedingung

b— Ax,, | KL (4.3.85)

basierenden Krylov-Unterraum-Methode dar.

Beweis:
Da die Vektoren der Matrix V,, laut Satz 4.71 eine Basis des K,, darstellen, folgt
direkt

T, € o+ K.

Laut Satz 4.71 und Satz 4.72 gilt zudem

T, =W-AV,, (4.3.86)
sowie
wWiv,=viw, =1
Somit erhalten wir fiir ¢ =1,....m
(b— Awpwi), = (ro— AVLT;! ([rolzer) wi),
= ||’r'0H2 ( "o ,’LUZ'> - (AVmT;Iel,wi)z
\lrolla™ /5
~
=dn

-

= ||’l“0H2 5z’1 — ’szAVmT;Ll 61]
~ ~
(4.3:.86) eiT

= 0,

wodurch b — Ax.,, L w; fir i =1,...,m folgt, und daher
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b— Az, | K =span{wi,...,w,}

gilt.

Wir kommen nun zum Nachweis der Eindeutigkeit der Lésung. Seien x,, , Z,, € o+ K,,
zwei Vektoren, die der Bedingung (4.3.85) geniigen, dann folgt

Ty =g+ Vo, und Z,, =xg+ Vo,
mit auy,,0, € R™ . Aus der Orthogonalitéitsbedingung ergibt sich
0 = WL (b- Az, —b+ Ax,,)

= WﬂA (T — T

WL AV, (am — )
= Tp(am—am).
Laut Voraussetzung ist T, € R™*™ regulir, und wir erhalten somit «,, = a,, und
folglich x,,, = T, .
Zur Herleitung des Verfahrens setzen wir voraus, daf sich die Matrix T',, in der Form

1 uir hao

hmfl,m
em,mfl 1 Umm

P ~
= U,
zerlegen 1afit. Mit B
Po= (Do -Ppm_i1) = VU, € R™*™

und
Zm = (&, &n)" =L, (lrollze1) € R™

folgt

T, w0+ VT, (Iroll2er) = zo + ViU, L (lrol|2e1)

= o+ Pnzm (4.3.87)
mit dem ersten Einheitsvektor e; € R™. Wegen V,, = INJmUm gilt unter Beriicksich-

tigung der Festlegung p_; := 0 respektive ho := 0 fiir den m-ten Spaltenvektor der
Matrix V', die Darstellung v, = hm—1,mPrm—2 + UmmP,,_1 und somit

- 1 .
D= ('Um - hmfl,mpm_g) . (4388)
Umm
Zudem erhalten wir aus Ly, z,, = ||rol|2e1 fiir m > 1 die Gleichung

fm + em,mflgmfl =0. (4389)
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Zudem gilt & = ||ro|l2, und aus (4.3.87) ergibt sich daher
Ty = To+ ﬁmzm =xo + -Apmflszl +i’m—1fm

= Tm_1+E&nDm_1 (4.3.90)

und
Tm=b—Ax, =7rn_1—E{nAD,,_1- (4.3.91)

Fiir den Residuenvektor erhalten wir somit die Darstellung
Tm = b— Ax,,

(4.3.84) _
= ro — AV, T, (||rol2€1)

S 4.72 _
T — (VT + Bt mOmi1eh) T (7ol 2e1)

= To — Vm||r0H2el _hm+1,m'vm+1 GZLT;Ll (HT’0||2€1)
~ ~ 2 ~ ~ Z

=0 S
I (4.3.92)

mit o, € R. Der Vektor p,,_; laB8t sich folglich unter Verwendung der Gleichung
(4.3.88) in der Form

- 1 1 -
Dy_1= U \ O 1 Tm—1 — hm—l,mpmfz .
schreiben. Analog erhalten wir fiir das transponierte Problem

b— ATz’ LK,

mit x*, = x5 + KL und xf = A7 Az bei vorausgesetzter Regularitit der Matrix
T,, die eindeutig bestimmte Losung in der Form

@5, = @+ W, (Irollzen)

* :b—ATw*

m m

mit W,, gemif Satz 4.72. Fiir den Residuenvektor r
sprechend der Gleichung (4.3.92) die Darstellung

ergibt sich ent-

*

*
Ty = Oy Wim41

mit o}, € R. Definieren wir

DY (== ~ % L -T

Pm - (pO .. 'pmfl) L WmLm b

so gilt
~ % _ ~ % % * ~x
D1 = Wm — ‘gm,mflpm—2 =Om-1Tm-1— gm,mflpm—%



4.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 167

wobei analog zur Bestimmung der Vektoren p,, ; laut (4.3.88) die Festlegung p~; := 0

respektive ¢; o := 0 beriicksichtigt werden muf}. Die N&herungslosung l&t sich in der
Form .
x, =z, + P,z,
mit
* * T -T
Zm = (§17' .- 7£m) = Um (||1‘0H261)

schreiben. Analog zu (4.3.89) gilt fiir m > 1

* hmfl,m *
5 - gm—l
Umm

und
iroll2

Ui

&=

Daher ergibt sich
Ty =Ty 1+ EnPra

sowie
* ok * T ~x*
Tm =Tm-1 _gmA Dimn—1-

Skalieren wir die Suchvektoren geméf3

Em -

é’*
m ~ %

— * —
Pm—1 = Pm—1 und Pm—1 = D15
Ay —1 Amp—1
dann folgt
Ty = Tm—1 + Om_1D,_1,
* _ * *
Ty, = Tyt m—1Pn
und
Pmn = TmTm + ﬂmflpm—lv
* _ * gk * *
P = TmTm + Bm—lpm—l

mit 7,7, 0m—1,00,_1 € R. Hierbei bleibt die Berechnung der skalaren Gréflen anzu-
geben. Es erweist sich als iibersichtlich, zunéchst den BiCG-Algorithmus in der folgen-
den Form aufzufithren und anschliefend nachzuweisen, dafl in der gewihlten Formulie-
rung mit x;4; fiir j € Ny stets die Losung der auf der Petrov-Galerkin-Bedingung
(4.3.85) basierenden Krylov-Unterraum-Methode vorliegt. Ein direkt ausfithrbares Pro-
gramm wird im Anhang A dargestellt.
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BiCG-Algorithmus —

Wihle g € R™ und € >0
ro=1ri=py=p; =b—Axg
7=0

Solange |[|7j|l2 > ¢

(rj ’r;>2
(Ap;.p}),

Q=
:Bj+1 = azj + Oljpj
Tjr1:=T5; — Olepj

* ak o AT ok
ri =T — ;A p]

(Tj+1,’l”';k-+1>2

i (rj:r3),
Pji1 = Tjt1 + 05p;
Pji1 =T 1 6P
=41

Lemma 4.82 Vorausgesetzt, der BiCG-Algorithmus bricht nicht vor der Berechnung von
Py, ab, dann gilt fir 5 =0,....m

1 1
r, = Z%‘Ui, rj = Z'ﬁwi, (4.3.93)
i=1 i=1

j+1 j+1
p; = Z Aivi, pj = Z Afw; (4.3.94)
i=1 i=1

mit Vi1 +1:N+1:A541 7 0 und den aus dem Bi-Lanczos-Algorithmus resultierenden
bi-orthonormalen Vektoren wvi,...,vj41 und wi,... Wi .



4.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 169

Beweis:
Der Nachweis ergibt sich durch eine Induktion iiber j. Fiir j =0 gilt v =w; =7rg =
Do = T{ = P§ , so dafl die Darstellung mit v; =~f = A1 = A7 =1 erfillt ist.

Vorausgesetzt, die Behauptung sei fiir ¢ = 0,...,j < m erfiillt, dann folgt aus dem
BiCG-Verfahren

’I’j+1 = ’I‘j — OtjApj
(4.3.93) j+1 j
(4.3.94)
= 7()4]‘)\]‘4,1 A’Uj+1 -+ E ViV — @ E N Av; .
N~ o 4 ‘
=1 =1
EKjt2 < ~ ! -
€K+

Laut Voraussetzung konnte p,., berechnet werden, wodurch «; # 0 folgt und mit
Ajt1 # 0 sich der Residuenvektor in der Form

Tjt1 = Yj+2Vj4+2 + Vjp1 € Kjpo
\v/
€K1

mit yj42 7# 0 schreiben laft. Fiir den Suchvektor ergibt sich entsprechend

(4.3.93)
(4.3.94)
Pit1=Tjir1+ Bip; = Ajt2vjte+ ¢ € Kjpo.
N~ N~
€K1 €K1

mit Ajr2 # 0. Die Aussage fiir die verbleibenden zwei Vektoren folgt analog.

Lemma 4.83 Vorausgesetzt, der BiCG-Algorithmus bricht nicht vor der Berechnung von
Py ab, dann gilt

0 fir i#j<m+1, (4.3.95)

(Tja'r:)Q

(Apj 7p:)2

0 fir i#j<m+1 (4.3.96)

Beweis:
Wir fiihren den Beweis mittels einer vollstindigen Induktion iiber m durch. Fiir m =0
ergibt sich die Behauptung geméifl

* * (7’0,7’3)2 *
T1,75)0 = (r0,75)0 — S (Arg,rg)y, =0 4.3.97
( 1 0)2 ( 0 0)2 (ATO,TO)Q( 0 0)2 ( )
und
(Ap,.py)y = (Ar1,p5)s + Bo (ADPg,Po),

Bo
— AT *) *
(7‘1, Po), + o (10,70)2

Lt (r1,r7),
= (7‘1, +
(675} 9 (675}
0.

(4.3.98)
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Analog ergibt sich die behauptete
Sei die Behauptung fiir £ =0, ...

4 Tterative Verfahren

Aussage fiir (ro,r7), sowie (Apg,p7), -

,m erfiillt, dann folgt der Nachweis in den folgenden

Schritten. Fiir j < m erhalten wir unter Beriicksichtigung von (_; := 0 respektive

p*, :=0 die Gleichungen

(rm+1.75),

(rm.7j
N~

=0

)y ~m (APp.17),

4

—Qy (prn?p; - 6j—1p;—1)2

(4.3.96) (4.3.99)
und
(r'ln-‘rl?r::n,)Q = (’l‘m,r:fn)2 — Oy (Apm,r:n)Q
= (rmar:n)2 — Qm (Apm?p;kn)z + o (Apm?ﬁm—lp:n—l)g
~ ~ >
=0
% (rer,r;@)z *
= (Tm,Tr)y — Ap,,.p
( m m)2 (Apm,p:@)z ( m m)2
I (4.3.100)

Desweiteren ergibt sich fiir j <m

(Ap,,.1:05),

(4.3.99)
(4.3.100)

und

(Apm+1 ’p::ﬂ>2

* J—
T
rm-&-la

(Arm+1,p;)2 + ﬁm (Apm,p;)z = (rm+1aATp;>2

~

),

~ -
=0

*

T’j+1

aj

(Arm+1,P;1)2 + ﬁm (Apm’p:n)Q

B

m

).+

*
m

<Tm+1 ’ATp;kn) 9 +

*
Tm
Tm+1 9

0.

)2

(rm,T

(Terl ,T;(n+1 ) 2
Qo

*
- Tm+1
Qo

Eine analoge Vorgehensweise liefert die verbleibenden Gleichungen ('r*j,rj;T +1>2 =0 und

(Ap;.phi1), =0 fiir j<m+1.



4.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 171

Satz 4.84 Unter der Voraussetzung, daf$ der BiCG-Algorithmus nicht vor der Berech-
nung von v, abbricht, stellt x,, die Losung des Problems

b— Az | KL

mit * € xg + K, dar.

Beweis:
Das Einsetzen von (4.3.93) in (4.3.95) liefert

o0 (4399 T (4.3.93) Z ;0] Tpx fir i=0,...,m— 1.

Startend von ¢ = 0 erhalten wir mittels der Bi-Orthogonalititsbedingung (4.3.47) und
der Darstellung (4.3.93) fiir 7} sukzessive die Gleichung

YI=-..=%Ym =0,

wodurch
b-—Ax,, =7, = Ym+1Um+1 1 KZ,:

gilt und folglich mit x,, die Losung der Krylov-Unterraum-Methode vorliegt.

Bemerkung;:
Der im BiCG-Verfahren implizit vorliegende Vektor xf, = A7 (b —r%,) stellt analog
zur Néherungslosung x,, die Losung des transponierten Problems

b— ATz | K,

mit = € zf+ KL, x5 = AT Az, dar.

Der BiCG-Algorithmus weist im wesentlichen drei Nachteile auf. Zunéchst konnen Resi-
duenvektoren r; # 0 und r; # 0 mit (rj,r;‘f) = 0 auftreten, die zu einem Verfahrensab-
bruch fithren, obwohl die Losung der betrachteten Gleichung nicht berechnet wurde.
Desweiteren werden bei jeder Iteration Matrix-Vektor-Multiplikationen mit A und A7
benétigt, und die BiCG-Iterierten sind im Gegensatz zu den GMRES-Iterierten in der Re-
gel durch keine Minimierungseigenschaft charakterisiert, wodurch sich Oszillationen im
Konvergenzverhalten zeigen kénnen [26, 28, 32, 41, 74]. Im Fall einer symmetrischen, po-
sitiv definiten Matrix A stimmt der Bi-Lanczos-Algorithmus mit der Lanczos-Methode
und entsprechend das BiCG-Verfahren mit dem CG-Verfahren iiberein.

4.3.2.6 Das CGS-Verfahren

Das CGS-Verfahren (Conjugate Gradient Squared) wurde 1989 von Sonneveld [67] prisen-
tiert und stellt eine Weiterentwicklung des BiCG-Verfahrens dar, bei dem die Berechnung
der skalaren GréBen «; und (3; ohne Verwendung des Residuenvektors r;, und des
Suchvektors p}, moglich ist, wodurch der Zugriff auf AT entfillt.

Wir betrachten P; als die Menge der Polynome vom Hochstgrad j und schreiben
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i o= (Ao, 1 = ¢;(A")r
p, = ¥(Aro,  p; = (AN

mit ¢;,1; € P; . Auf der Basis des BiCG-Algorithmus sind in unserem Fall die Polynome
@; und 1, rekursiv durch

Vi(N) = @j(N) + Bj_1¥-1(N) (4.3.101)
und

@i+1(A) = 93 (A) — i (A) (4.3.102)

mit @o(A) = ¥o(A) =1 gegeben. Die grundlegende Idee des CGS-Verfahrens liegt in der
Nutzung der Eigenschaft

(¢j(A)T’o,¢j(AT)7°0)2 = (¢3(A)ro.m0), .
die fiir alle Polynome ¢; € P; giiltig ist. Definieren wir

7= w?(A)ro und P, = zp?(A)ro

dann folgt
(‘Pj(A)TO,%Oj(AT)rO)Q (apf(A)'ro,ro)2
o — -
! (ij(A)'ro,wj(AT)rO)2 (Av2(A)ro,ro),
_ (Fimo), 4.3.103
(Ap;ro), (4:3.105)
und
1 (A)ro,pje1 (AT a
= (341 (A)r0psa1(ATm0) _ (P41,m0), (4.3.104)

(%‘(A)To,s@j(AT)"“0>2 (o),
Mit (4.3.101) und (4.3.102) erhalten wir
V7N = 97 (V) + 2810, (N1 (V) + B, 951 (V), (4.3.105)
Pr1(N) = 95 (V) = A (203 (N) + 28,210,V (V) — g A3 (V) (4.3.106)
und fiir die gemischten Terme
@it (N5 (A) = @5 (A) + Bi—10; (N —1(A) — o b2 (N). (4.3.107)

Wir definieren
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q; = @j+1(A);(A)ro (4.3.108)
und
aj = (A (A)ro
(4.3.101)
= @HA)ro + B9 (A)dj1(A)ro
= P+ 014, (4.3.109)
Damit ergibt sich
. (4.3.107)
a; = ©*(A)ro + Bi—19; (A)j—1(A)ro — a; A3 (A)rg
= 7;+ 08j-14;_1 — @ Ap;
WL 4 — a; Ap,, (4.3.110)
Tj1 = ¢ (A
(4.3.106) o 2 2
= (pj (A)'T‘O — OéjA (2(pJ (A)T‘O + Qﬁj_lng (A)wj_1<A)T‘0 — Oéjij (A)'T‘())
= 'f"j — OéjA (Qf‘j + 25]‘—1[]]‘_1 — OéjAﬁj)
= 75 O@‘A(’f“j +ﬂj71£1j,1 +’f'j+ﬂj71f1j,1 ajAf)j>
~ ~ s~ ~ -
= - ajA (4 +4;) (4.3.111)
und
Pj1 = 32'+1(A)7’0

=T 05 (A)rg + 28,011 (A (A)r + BT (A)rg

= Tip1 +26;q; + ﬂ?‘i)j

w1+ B (4, + B;D;) - (4.3.112)
Mit dem Residuenvektor #;;; erhalten wir

§3j+1 = ﬁ:j + a; ('aj + (A]]) . (4.3.113)
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Vernachléssigen wir das Superskript ", so folgt der CGS-Algorithmus durch (4.3.103),
(4.3.104) sowie (4.3.109) bis (4.3.113) in der folgenden Form. Die Umsetzung eines der-
artigen Pseudocodes in ein ausfithrbares MATLAB-Programm liefert Anhang A.

CGS-Algorithmus —

Wihle g € R™ und € >0
up=7r9g=py=b—Axy, j:=0
Solange |72 > ¢

(rjvro)z
v = Ap,;, a; =
J 70 J (’Uj,T'O)Q

qj = Uj — Oéj’Uj
Tjt1 =T + oy (Uj + Qj)
it =1 — ;A (u; + q;)

(7j+1,70),
(TJ’TO)Q

Bj =

wjy1 =741+ 054,

Pi =i+ 65 (q;+6p;), ji=j+1

4.3.2.7 Das BiCGSTAB-Verfahren

Der vorgestellte CGS-Algorithmus zeichnet sich im Vergleich zum BiCG-Verfahren durch
zwei Vorteile aus. Zum einen bendtigt die Methode keinerlei Operationen mit A” und
zum anderen weist sie aufgrund der Quadrierung des Polynoms zur Definition des Residu-
envektors ein schnelleres Konvergenzverhalten bei gleichbleibendem Rechenaufwand auf.
Jedoch beinhaltet auch das CGS-Verfahren die bereits im Bi-Lanczos-Algorithmus vorlie-
gende Problematik eines vorzeitigen Abbruchs, und es zeigen sich teilweise Oszillationen
im Residuenverlauf [27, 30, 50, 52, 70]. Die auftretenden vorzeitigen Verfahrensabbriiche
kénnen analog zum Look-ahead Ansatz teilweise behoben werden [14].

Mit der BICGSTAB-Methode (BiCG Stabilized) hat van der Vorst [71] eine Variante des
CGS-Verfahrens vorgestellt, die ein wesentlich glatteres Konvergenzverhalten aufweist.
Hierzu werden im Gegensatz zum CGS-Algorithmus gezielt unterschiedliche Polynome
bei der Definition der Suchrichtungen und Residuenvektoren betrachtet, womit bei jeder
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Iteration ein zusétzlicher Freiheitsgrad zur Verfiigung steht, der zur Minimierung des
Residuums genutzt wird.

Zunéchst werden die Residuenvektoren r;, rj und die Suchvektoren p;, pj entspre-
chend dem CGS-Verfahren definiert, wobei die hierbei benétigten Polynome ¢; und ;
gemif (4.3.101) und (4.3.102) gegeben sind. Wir setzen weiterhin

B} =75 = 0; (A7) 7o,
wobei das Polynom durch die einfache Rekursionsvorschrift
b1 (V) = (1= w;0) 6 (V) (4.3.114)
mit ¢g (A) :=1 festgelegt ist. Als Folgerung des Satzes 4.84 erhalten wir
wj(A)rg=mr; L KJ-T

und damit

(sog- (A)ro,mj—1 (AT) 7‘0>2 =0, (4.3.115)
fiir alle m;—; € P;—1 . Hiermit folgt die Darstellung
(o Aoty () ),
(5 s (47) ).

ozj = ozj

(4.3.115) (95 (A) p; (A)T0,T0),
B 9j (A) — @jt1(A) T
( ! o ’ r0,9; (A ) 7‘0)2
@3.102) (95 (A) @ (A)T0,70),
(¢ (A) Av; (A) ro,m0),”
und wir definieren daher
7= ; (A)p; (A)ro (4.3.116)
sowie
by = 6 (A) v, (A) . (4.3.117)
Damit folgt
8 = 9j(A)pjy (A)rg
(4.3.102)

=7 9;(A)gj (A)ro — a;Ag; (A) Y (A)ro
— i — o Ap, (4.3.118)
und wir erhalten die Rekursionsformeln
Pt = G+ (A) gt (A)ro
= (I-w;jA)¢; (A)pjt1(A)ro
= (I-wjA)s; (4.3.119)
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und

Pji1 = ¢jr1(A) Y11 (A)ro

(4.3.101)

Bjr1 (A) pjr1 (A) o+ Bidjr1 (A) Y (A) o
= Pi+ 6 —w;A) ¢ (A); (A)ro
= 46 —wA) b, (4.3.120)

Um eine vollstdndige Darstellung des Verfahrens zu erhalten, miissen wir abschliefend
die Berechnung der skalaren Gréflen 3; und w; erlautern. Wir schreiben

(4.3.101)

(4.3.102) —aj—1Apj—1 (A) +mi—1 (A)

i (V)
= a2 i (A) + T (V)
= (=1 a1 ...apN +m—1 (N (4.3.121)
mit 7;_1,7j—1,mj—1 € Pj—1 . Analog ergibt sich die Darstellung

;N = (1Y wj_1...woN + ;-1 (N) (4.3.122)

mit 7;_1 € Pj—1, wodurch mit r;f = @; (AT) o die Gleichung

(rse), (o1 (Ayroses (47) o),

0T (s ()]
Va, 7’ T
Eigjg;g <g03 ’l“(), Oé]_l ...Qp (A To+ Tji—1 (A ) 7“0)2
- ) J
(cpj )ro,(—1)Jwj—1...wo (AT o + Tj—1 (AT) 'ro)
2

)
)
(4.3.115)  @j-1...Q0 <90j (4o, <AT)j 'f’o>2

Wji—1 wo T
J
<goj (A)ro, (A 0
2
_ aj_1...0¢0
Wji—1...Wo

folgt. Somit gilt
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(711,75 41) 5

(T‘j’r;)g

8 =

(rj+1,7°§+1)2 (riv175e1), (7375),

(rji),  (rif5),  (rirs),
Q; (Tj+1a7~“§+1)2

Wi (ij;)z

o (s B (7)),
2 s armas (47) ),

€] (f‘j+1ﬂ°0)2

N . (4.3.123)
Wy (7’]‘,7'0)2

Mit w; steht uns ein Parameter zur gezielten Minimierung des Residuums zur Verfiigung.
Wir betrachten die Funktion f; :R — R

filw) = || (I —wA) 5]l5.

Fir 8; # 0 ergibt sich fj'-' (w) = 2||A3;||2 > 0, wodurch die Funktion in diesem Fall
strikt konvex ist. Wie wir im folgenden sehen werden, kann im Fall 8; = 0 der Parameter
w; beliebig gew&hlt werden und das Verfahren liefert die exakte Losung. Wir beschrénken
uns daher auf den Fall 8; # 0, wodurch wir

wj = argmin fi(w)

mittels

’

0= f;(w;) = —2(A8;,8;), +2w; (A3;,A8j),
in der Form
(A3;,5),
(A3;,As;),
erhalten. Die BICGSTAB-Iterierte 148t sich folglich geméaf

wj = (4.3.124)

Zj1 =  A'(b—#p)
= ATH(b - 35 +wjA3y)

= A1 (b—f‘j—f—OéjAﬁj +WjA.§j)

T+ Oéjf)j +w;5; (4.3.125)

schreiben. Vernachlédssigen wir wiederum das Superskript ~, so ergibt sich mit (4.3.118)
bis (4.3.120), (4.3.123) bis (4.3.125) und der Definition der skalaren Gréfe «; zusam-
menfassend der BICGSTAB-Algorithmus in der folgenden Form. Zur Implementierung
sieche Anhang A.
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BiCGSTAB-Algorithmus —

Wihle g € R™ und € >0
ro:=py:=b—Axy, po:=(ro,r0)2, j:=0
Solange |[|7;|l2 > ¢

pi
vj=Ap;, o= J
('Uj,T‘())2
S =T; —Q;v;, tj = ASj

(tj?sj)2
(tjatj)z

:Bj+1 = azj + Oijj + Wij

Wwj =

Tjy1:=8; — wjtj

QG Pj+1
i+1 = (Tjy1,T =
Pj+1 ( j+1 0)2, ﬂg Wi p
Pjp1 =T+ 0 (B —wjvy), ji=5+1

Eine Verallgemeinerung des vorgestellten Verfahrens im Sinne einer ¢-dimensionalen an-
stelle einer eindimensionalen Minimierung stellt die BiICGSTAB( ¢)-Methode dar, die
1993 von Sleipjen und Fokkema [64] hergeleitet wurde. Der Algorithmus kann als Kom-
bination der GMRES( ¢ )-Methode und des BiCG-Verfahrens interpretiert werden und
stimmt im Fall £ = 1 mit der BICGSTAB-Methode iiberein. Dabei werden zunéchst
implizit ¢ BiCG-Residuenvektoren berechnet und anschlieffend eine Minimierung iiber
den hierdurch festgelegten ¢-dimensionalen Unterraum durchgefiihrt.

Wir haben bereits im Abschnitt 4.3.2.3 die moglichen Verfahrensabbriiche des Bi-Lanczos-
Algorithmus diskutiert. Mit der folgenden Variante des BiCGSTAB-Verfahrens wer-
den wir eine Stabilisierung der Methode hinsichtlich dieser Problematik préisentieren.
Zunéchst werden wir vor der Berechnung des Skalars «; die Grofle des auftretenden
Nenners iiberpriifen, um bei groffen, aber anndhernd orthogonalen Vektoren v; und rg
eine Divisionen durch sehr kleine Werte zu vermeiden. Liegt der Betrag des Nenners
relativ zur Lange der Vektoren v; und 7 unterhalb einer vorgegebenen Schranke, so
wird ein Restart des Verfahrens durchgefiihrt. Eine weitere mogliche Division durch Null
tritt bei der Berechnung von w; auf. Zur Behebung dieser Problematik wird in [8] ei-
ne Kontrolle des Vektors s; empfohlen, der dem Residuenvektor im BiCG-Verfahren
entspricht. Gilt ||s;||2 < e, so erhalten wir mit

:BjJr] = azj —+ Oljpj

bereits
[7jt1ll2 = [Irj — ajv;ll2 = [Isjl2 <&,
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wodurch keine Notwendigkeit zur Ermittlung des Vektors ¢; und damit der Berechnung
der skalaren Grofle w; vorliegt. Durch die Berticksichtigung der obigen Verbesserungen
ergibt sich die folgende Stabilisierung des BiCGSTAB-Verfahrens.

Stabilisierter BICGSTAB-Algorithmus —

Wihle ¢y € R™ und €, >0

ro:=py:=b—Axg, po:=(ro,r0)2, j:=0

Solange ||7j|l2 > ¢
V= Apj
05 1= (1)]‘,7'0)2

ISR

Pi
Q= J
gj

S =Tj; — QO Uy

IS

t]‘ = ASj
o (EnSi)y
! (tj7tj)2

Tj11 = Tj + Q;p; + w;S;
Tj+1 1= 85 —wit;
pj+1 = (Tj4+1,70)2

3, = O Pit
J
w]‘ p]‘

Pjt1:=Tj+1+ 55 (pj - Wj'vj)

Ji=3+1

e

Restart mit
Ty = ITj

A

Tjy1 =T+ Q;p;
Tj+1:= 8

ji=j+l
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Natiirlich konnen zudem weitere Modifikationen zu einem besseren Verhalten der Me-
thode beitragen. Eine Mo6glichkeit besteht in der Kontrolle der Variation der relevanten
Groflen. Wegen

7 =7l _ llss —rjlla _ leylllvjlle
rslle = sl 7512
liegt im Fall
|aj[[vj]l2
7l —

die relative Anderung des Residuums unterhalb einer zu withlenden Grenze 7, so daf
ein Restart sinnvoll erscheint. Zur Kontrolle von Rundungsfehlern kann in regelméfi-
gen Abstédnden der im Verfahren ermittelte Residuenvektor ;41 mit dem tatséchlichen
Residuenvektor b — Ax; 1 verglichen werden. GroBere Abweichungen weisen auf Run-
dungsfehler hin, wodurch ebenfalls ein Restart angebracht erscheint. Eine Ubertragung
der Look-ahead-Strategie auf das BICGSTAB-Verfahren wird in [12] vorgestellt.

4.3.2.8 Das TFQMR-Verfahren

Mit der QMR-Methode (Quasi Minimal Residual) présentierten Freund und Nachti-
gal [28] ein neuartiges BiCG-&hnliches Verfahren, das als Kombination zwischen der
GMRES-Methode und dem BiCG-Verfahren angesehen werden kann. Das Verfahren ver-
kniipft die Vorteile des geringen Speicher- und Rechenaufwandes der BiCG-Methode,
die auf die Verwendung des Bi-Lanczos-Algorithmus zuriickgeht, mit der Eigenschaft des
glatten Residuenverlaufes des GMRES-Verfahrens, das auf der Minimierung des Resi-
duums beruht. Hierzu wurde die vorausschauende Variante des Bi-Lanczos-Verfahrens,
der Look-ahead Lanczos-Algorithmus, zur Berechnung einer Basis {vi,...,v,} des K,
genutzt. Die aus den Basisvektoren bestehende Matrix V,, = (vy...v,,) ist aufgrund
des genutzten Bi-Lanczos-Algorithmus nicht notwendigerweise orthogonal, weshalb beim
QMR-Verfahren im Gegensatz zur GMRES-Methode lediglich eine Quasiminimierung
der durch (4.3.59) gegebenen Funktion vorgenommen wird. In natiirlicher Weise im-
pliziert der BiCG-Algorithmus einen notwendigen Zugriff auf die Matrix A7 im QMR-
Verfahren. Die im folgenden beschriebene TFQMR-Methode (Transpose-Free QMR) wur-
de von Freund [27] auf der Basis des CGS-Verfahrens anstelle der BiCG-Methode ent-
wickelt, wodurch Matrix-Vektor-Multiplikationen mit A” entfallen. Bevor wir zur direk-
ten Herleitung des Verfahrens kommen, werden wir mit den folgenden beiden Lemmata
eine Basis des Krylov-Unterraums K, definieren und eine Eigenschaft der Basisvektoren
beweisen. Hierzu sei die Abbildung | | : R — Z durch

z -t |z) ez — 1,1 (4.3.126)

definiert.

Lemma 4.85 Vorausgesetzt, das CGS-Verfahren bricht nicht vor der Berechnung der
Vektoren q ot und U mot ab, dann stellen die durch
Upk—ry falls & ungerade,
Yp = 2 (4.3.127)
qeory falls k& gerade

definierten Vektoren yq,...,y,, eine Basis des K,, dar.
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Beweis:
Sei n € Ny, dann folgt fir £k =2n+1

Y = Un=pn(A)Yn (A)ro
= 0‘(2)'--~'04%_1Ak717‘0+7r(A)r0 mit € Pr_o
und fir k=2n>0

Yo = Gno1=¢n(A)¥n-1(A)T0
= —04(2) et (Jéi_QOéw,L_lAk71T0 + 7 (A) To mit 7 € Pk_g.

Laut Voraussetzung gilt «; # 0 fiir ¢ =0,...,n — 1 und damit

span{yq, ..., Y, } = K.

Lemma 4.86 Se:

0?1 (A , falls k ungerade,
wpi=4{ L2/ (4.3.128)
PLrot (A) @5 (A)ry , falls k gerade,
dann gilt
Wil = Wi — aLkgleyk fir k=1,....m
mit den durch (4.3.127) gegebenen Vektoren yq,...,Y,, -
Beweis:
Aus (4.3.102) erhalten wir
1
MpiA) = (9 (A) = i1 (V) - (4.3.129)

J

Sei n € Ny, dann folgt fir kK =2n+1

Ay, = Au,
(4.3.109) )
(4.3.129)
= a (Wi (A) 1o — ¢on (A) nt1 (A) 1)
1 2
B k-t (‘pt“glj (A)ro— P +h-1 (A) PRt (A) 7‘0)
1

= o (Wi — Wi1)
L*57 ]

und fir k=2n>0
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Ayk = Aqn—l
(4.3.108) .
4.3.129
( = ) N (<Pn—1 (A) ©Pn (A) ro — (pi (A) T’0>
! 2
= ey (Sotkglj (A) DLk (A)rg — ‘PL(kJF;)flJ (A) ’r'0>
2
1
- (W — wi1) -
Q| k-1
L%

Aufgrund der vorgenommenen Definition des Vektors wy gilt stets wart1 = 7g - Mit

Yo=W - Yn), (4.3.130)
Werl = (w1 e me) (43131)

und .
Ry

o -1
anglj anglj
Bm = . N S R(m+1)><m

—1 —1
*aLm;zJ Oétmglj

—1
7a|"m,;lj

146t sich Lemma 4.86 in der Form
AY = W1 By (4.3.132)

schreiben. Zudem existiert aufgrund des Lemmas 4.85 fiir jeden Vektor x,, € xy + K,
die Darstellung
T = o+ Y 1O,

mit oy, € R™. Durch (4.3.128) folgt w; = ro und wir erhalten daher fiir den zu x,,
gehorenden Residuenvektor unter Verwendung der Gleichung (4.3.132)

rm = b— Az,
= To— AYmam
= Wm+1 (el - Bmam) (43133)

mit e; = (1,0,...,0)7 € R™*! . Die Matrix W, ist in der Regel nicht normerhal-
tend, weshalb bei der Quasiminimierung keine vollsténdige Minimierung des Residuums
betrachtet wird. Unter zusétzlicher Verwendung der Skalierungsmatrix

w2

Smi1 = € Rm+1)x(m+1)

[wm1ll2
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folgt
[Pmll2 < HWm+lsm+1 H

leHQel - Sm—i—leam ) (43134)

2‘
~ ~
=!Tm

Die Skalierung dient in der obigen Formulierung als Vorkonditionierer, da die Konditi-
onszahl der Matrix W, 1 S;l_s_l ein Kriterium fiir die Giite der Abschétzung des Resi-
duums durch die Gréfle 7, darstellt. Wir erhalten die im folgenden Lemma bewiesene
Abschitzung:

Lemma 4.87 Sei 7, := HH’w1H261 — Sm+1BmamH , dann folgt
2

HTmHZ < \/m +1 Tm

fiir den durch (4.3.133) gegebenen Residuenvektor T, .

Beweis:
Da die euklidische Norm einer beliebigen Matrix A = (a;;) € R™*™ der Abschétzung

1/2

[All2 < ZZ|GZJ|2 = || Allr

i=1 j=1

geniigt, folgt die Behauptung durch Einsetzen der Ungleichung

m—41 . 2 1/2
HWm-HSnH»IH < Z ’ = \/m +1
— [ llwill2 |,

in die Gleichung (4.3.134).

In Anlehnung an die im GMRES-Verfahren durch (4.3.64) eingefiihrte Abbildung nutzen
wir aufgrund der Abschitzung (4.3.134) die Funktion J,, : R — R mit

Jn(@) 1= |lwillzer = Si1 Brucr, (13.135)

und beschreiben mit den folgenden zwei Sétzen ein Iterationsverfahren zur Losung der
Minimierungsaufgabe
o, = arg min Jp, (a),
aeRm,

die die TFQMR-Iterierte mittels

liefert.

Satz 4.88 Sei m > 1 und gelte

Tn

T, = ( h h ) = Sm—i—le S R(m+1)><m
m—+1,1---lm4+1m
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mit einer requldren Matriz T, . Fir k =m — 1,m seien desweiteren
oy = arg min Ji (o),
k g min k()

und
Tk = Jk(ak)

mit der durch (4.3.135) gegebenen Funktion Jy . Dann gilt

Qam—1 ~
an, = (1-¢) ( 0 > +cam (4.3.137)
mit
T T
aQ, = (OéLjflj) = (ao,ao,al,...,atrmf”) e R™,
2 4/ j=1,.m 2
sowie
Tm = Tm—l'ﬂmcm
mit
w
P
Tm—1
und 12
em=(14+92) 7. (4.3.138)
Beweis:
Einfaches Nachrechnen liefert
lwi 2
o
_ w2l [Jwz]l2
@ @
Tm - . . 3
_ llwmll2 lwom |2
QL'"LEQJ Oélmz—l
_ ”wm+1”2
OCLmz—lJ
wodurch
& = [lwi 2T, er (4.3.139)
und somit
[wmille = [l ]ze1 = Trndn| (4.3.140)

gilt. Wir fithren analog zum Lemma 4.75 eine orthogonale Transformation der Matrix
T, mittels Givens-Rotationen durch und erhalten die Darstellung

R,
Q, T =R, = ( or ) . (4.3.141)

Zudem definieren wir
g, = ||w1||2Qm€1~
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Aufgrund der besonderen Gestalt der Matrix T, stellt die Abbildung R,, eine rechte
obere Dreiecksmatrix mit Bandbreite zwei dar. Fiir den Vektor g,,, ergibt sich dabei mit

!
gm gm—l
9, = ~ = und 9m-1 = ~
,Y'rrL-‘rl Ym Ym
’?m+1

unter Verwendung der durch (4.3.141) gegebenen Transformation die Form

I

Qn-1 0 w2
R (R
—Sm  Cm
I 9m-1 9m-1
= Cm  Sm Ym. = CmYm, , (4.3.142)
—Sm  Cm 0 —SmYm

wobei 0.B.d.A. ¢,, > 0 gelten soll. Analog zum GMRES-Verfahren liegt mit R,, eine
reguldre Matrix vor, und wir erhalten

o, = arg O{Iel]%lﬂ Jn(a) =R 'g,,.

Desweiteren gilt
R, ! Q
1T
=R, = Cm Sm m s
o’ 0...0 hyt1,m
—Sm  Cm
wodurch mit ¢2, + s2, = 1 die Gleichung

I 0
Qm—le = T Rm

0 Cm

folgt. Mit (4.3.139) erhalten wir daher unter Beriicksichtigung der vorausgesetzten Re-
gularitéit der Matrix T, die Eigenschaft c¢,, # 0 und folglich die Darstellung

am = Jwi]oT e

(Qm—le) - 9m-1

I o Im—
- R} ! (4.3.143)
0T ! Yrm
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Elementares Nachrechnen liefert die Form

0
R, _
Rm = ml Tm—1,m

T
0 Tm,m

G
ng(C:&;)

wodurch mit g,,_; = Rn—10u,—1 unter Beriicksichtigung der obigen Gestalt der oberen
Dreiecksmatrix R, die behauptete Gestalt des Koeffizientenvektors durch

Rmflamfl
an = R.'g,=R, 5 (4.3.144)

TmCm

_ R—l (1 _ 2 ) Ry 10 i 2 R, 10,1

= (1-¢) ( ayg_l > + c2,6um

folgt. Wenden wir die Funktion J,, auf &,, an, so erhalten wir unter Verwendung der
Identitdt c,2 — 1 = ¢, 2s2, die Gleichung

fwmiille = g (@) = HQm K " ) ) T"’dm]

Aus (4.3.142) erhalten wir

2

(4.3.141) 9m-1 .
(4.3.142) N R, &
- CmYm -
~ 0
—SmTm 9
gm— 1 gm—l
(4.3.143) - R
= CmYm - YmCop,
—SmYm 0 5

VA2 (2 =2 e 4 52,) = Pl lsmler,

wodurch mit (4.3.142) und (4.3.144)

R, o, ~
Tm CmYm - 0 = "Ymsm|
73m’7m 2
_ me+1 H2 _
= Tm-1 Cm = Tm—l'ﬂmcm

Tm—1
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mit 9, = || Wni127," folgt, und zudem wegen s2, +c2, = 1 unter Einbezichung von
Tm—1 = |’7m|
1 1
Cm = 82 = 1 n 192
1+ "
cm

gilt.

Satz 4.89 Seien c¢p,9m,y,, durch Lemma 4.85 und Satz 4.88 gegeben und m > 1.
Dann laft sich die TFQMR-Iterierte mittels

Nm = alm;lJcil (4.3.145)
und 92
dm =y, + mflnm—ldm_l
CMLm2—1J

i der rekursiven Form
Ty = -1 + nmdm

schreiben.

Beweis:
Definieren wir den Vektor
j:m =xo + Ym&m

mit dem durch Satz 4.88 gegebenen Vektor &, und der Matrix Y, gemi8 (4.3.130),
so folgt

im =Xy + Ym—lém—l + aL"L;lJym = im_l + aL'm;lJym. (4.3146)

Fiir die TFQMR-Iterierte x,, ergibt sich mit (4.3.136) und (4.3.137) die Rekursionsvro-
schrift

Lm

Oy
(1fcil) <w0+Ym< 01>>+cil(a:0+Ymdm)

= (1 — cil) Tpp—1 + c?n:im

4.3.145 .
(43:145) T_1 + m (T — 1) - (4.3.147)

aL’"{lJ
Legen wir den Vektor d,, gemif

d,, = (4.3.148)

fest, dann folgt die Gleichung
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(4.3.146)

~ 4.3.147 1 ~ -
dm ( = ) ym + (wm—l —Lm—-2 — nm—ldm—l)
Oé[m;lj
(4.3.145)
(4.3.148) 1 1 ~ -~
= Ym + 2 77m—1dm—1 - nm—ldm—l
Osz2—1J Cr—1
3. VR
(4 3:138) Y, n m—1Tm—1 dm_l,
Ole2—1J

wodurch wir d,, mit d,, gleichsetzen kénnen. Das Einsetzen von (4.3.148) in (4.3.147)
liefert somit die behauptete Darstellung der TFQMR-Iterierten.

Betrachten wir die im CGS-Algorithmus auftretenden Vektoren q;,u;+1 und p; 4, so
erhalten wir unter Verwendung der Lemmata 4.85 und 4.86 sowie der Hilfsvariablen

’Uj = Apj
die Rekursionsvorschriften
Yo = Qj1 =Uj-1 —Qj1Vj1 = Yg; 1 — Qj-1V;-1,
Yojp1 = U =Tj+ Bi1q;_1 = wajt1 + Bj-1Ya;-

Zudem gilt
p; =+ 01 (qj_1 + Bj-1Pj_1) = Yo + Bi—1 (Yo; + Bi—1Pj_1) »
so dafl fur die Hilfsvariable
vj = Ayyi1 + Bj-1 (Ayy; + Bj-1vj-1)

folgt. Mit den Lemmata 4.86 und 4.87 sowie den Sitzen 4.88 und 4.89 erhalten wir zusam-
menfassend den TFQMR-Algorithmus in der folgenden Formulierung, dessen Umsetzung
in MATLAB im Anhang A aufgefiihrt ist.
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TFQMR-Algorithmus —

Wihle g € R™ und € >0

wi; =Y, =To = b— A%O, T0 ‘= ||1‘0||2

k’]’o>5

v = Ay, do:=0,1m =79 :=0,j:=1

. (w2j-1,70), o
Q=1 = (w1 ,ro), » Y25 = Y251 — Xj-1V5-1

mi=2j—1

Wit = Wi — 1 AY,,

Oy 1= wmill o e (14 92) 72

Tm—1

19%!:.717]7"1'—1 2
dm =Yn + o1 dmfh Nm = €051

Ty = Tp—1 + nmdm7 Tm = 7—mflﬂmcm

k vVm+17, >¢

m:=m+1 STOP
solange m < 25 + 1

Biq = (W25 41,70),
=17 (waj—1,m0),

Yojt1 = Wajt1 + Bi-1Ya;
v = Ay2j+1 + Bj—l (Aij + ﬁj—l'Uj—l)
ji=j+1

solange 1 =1

4.3.2.9 Das QMRCGSTAB-Verfahren

189

Motiviert durch die Entwicklung der TFQMR-Methode aus dem CGS-Algorithmus ver-
offentlichten Chan et al. das QMRCGSTAB-Verfahren [16], das sich unter Verwendung
des Prinzips der Quasi-Minimierung aus dem BiCGSTAB-Verfahren herleiten 148t. Hierzu
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definieren wir mit dem folgenden Lemma eine Basis des Krylov-Unterraums K,, unter
Nutzung der durch (4.3.126) gegebenen Abbildung.

Lemma 4.90 Vorausgesetzt, das BiCGSTAB-Verfahren bricht nicht vor der Berechnung
der Vektoren pmo und S m) ab, dann stellen die durch

Pty falls k ungerade,
Yp = 2 (4.3.149)

Sikory falls k gerade

definierten Vektoren yq,...,y,, €ine Basis des K,, dar.

Beweis:
Der Beweis ergibt sich analog zum Nachweis des Lemmas 4.85 unter Verwendung der
Gleichungen (4.3.117) und (4.3.118).

Dem Lemma 4.86 entsprechend erhalten wir das folgende Lemma.

Lemma 4.91 Seien

TiRoly falls k ungerade,
wy = 2 (4.3.150)
IR falls k gerade
und
a1y falls k ungerade,
51@ = 2
w k-1, , fallsk gerade,
L%5 ]
dann gilt

Wi = wi — Ay, fiirk=1,....m

mit den durch (4.3.149) gegebenen Vektoren yq,...,y,, -

Beweis:
Mit den Gleichungen (4.3.114), (4.3.116) und (4.3.118) 148t sich die Behauptung durch
einfaches Nachrechnen beweisen.

Definieren wir die Matrizen Y,, und W,,11 gemif (4.3.130) und (4.3.131) mit den
durch (4.3.149) und (4.3.150) vorliegenden Vektoren, so ldfit sich der Residuenvektor in
der Form

T'm = WerlSy_n{t,JSerl (61 - Bmam)

mit Spy1 = diag{[lwif2, ... [[wmsill2},
ot

_51—1 62—1
B,, = c R(m+1)xm

0, 0t
51
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und e; = (1,0,...,0)T € R™*! darstellen. Der QMRCGSTAB-Algorithmus unterschei-
det sich vom TFQMR-Verfahren einzig in der vorliegenden Matrix B, , die bei beiden
Verfahren zwar die gleiche Struktur, jedoch unterschiedliche Eintrige aufweist. Beim
QMRCGSTAB-Verfahren wird daher ebenfalls die Abbildung J,, gemé&f (4.3.135) ein-
gefiihrt und die QMRCGSTAB-Iterierte mittels (4.3.136) definiert, wodurch fiir die Norm
des Residuenvektors ebenfalls die durch Lemma 4.87 gegebene Abschétzung gilt. Zudem
konnen die Sétze 4.88 und 4.89 direkt fiir das vorliegende QMRCGSTAB-Verfahren um-
geschrieben werden, und wir erhalten mit den beiden folgenden Sétzen die mathematische
Grundlage der Methode.

Satz 4.92 Sei m > 1 und desweiteren fir k =m — 1,m

ap = arg Iniﬂ& Ji(a) und 11, := Ji (k)
acR”?

mit der durch (4.3.135) gegebenen Funktion Jy . Dann gilt

an = (1-¢2) ( At ) + 2y,

0

_ llwmiall2
Tm—1

mit &y, = (01,02, . .. ,5m)T e R™ sowie Ty = Tin—19mCm mit oy,
und cm = (1+ 19?n)_1/2 .

Beweis:
Der Beweis ergibt sich analog zum Nachweis des Satzes 4.88.

Satz 4.93 Seien cpm,9m,y,, durch Lemma 4.90 und Satz 4.92 gegeben und m > 1.
Dann laft sich die QMRCGSTAB-Iterierte mittels

N 1= 6mcfn

und )
ﬂm—lnmfl d

m—1
Om

dy, =y, +
i der rekursiven Form
Ty = Tym—1 + nmdm

schreiben.

Beweis:
Die Behauptung 148t sich analog zum Beweis des Satzes 4.89 nachweisen.

Berticksichtigen wir die spezielle Darstellung der Vektoren vy, ...,y,, und wi,...,Wn, ,
so 1aBt sich der QMRCGSTAB-Algorithmus in der folgenden Form schreiben. Dem An-
hang A kann eine Implementierung in MATLAB entnommen werden.
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QMRCGSTAB-Algorithmus —

Wihle g € R™ und € >0

Py =10 :=b— Axg, 70 := ||70|2, vo := AP,

R e

doZ:O,’I]O:ﬂO::O,jZZI

. (rj—1,m0),

Qi1 i —
i-t (vj—1,70),’

Sj—1:=Tj-1— Q;_1V;_1

_ o N —1/2
19j = Hs’_l”z, Ej = (1 +19§>

Tj—1

’192 mnji—1 ~ ~
R i=1" . L A2
dj:=p; 5+ a1 dj_1, 7 = oy

azj = :ijl +’I7jdj, Tj = ijlﬁjcj

— (Asj_1.85-1), —
Wi—1'= (As;_1,As;1), "9 = Si-1 7~ wj-1A8j-1

v = Hrf‘h, ¢j = (1 + 19?)_1/2

Ti
9245 ~
L e— @ KA e 22,
dj:=s;_1+ wj,ldw nj 1= cjwi—1
azj = azj + T]jdj, T = Tj'l9jCj

k\/2j+17j>s A

By i= %=t (T STOP

wj—1 (Tj-1,70),
pj =7+ 51 (pj—l - ijlAPjﬂ)
vi=Ap;, j=7+1

solange 1 =1

4.3.2.10 Konvergenzanalysen

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Konvergenzverhalten der fiir regulére Matrizen
anwendbaren Verfahren GMRES, CGS, BiCGSTAB, TFQMR und QMRCGSTAB. Zur
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Analyse nutzen wir die im Beispiel 1.4 hergeleitete unsymmetrische Matrix (1.0.9), wobei
fiir den Diffusionsparameter der Wert ¢ = 0.1 gewihlt wurde und mit N = 100 stets
10.000 Unbekannte vorliegen.

Alle priisentierten Abbildungen zeigen den Logarithmus des Residuums zur Basis 10
aufgetragen iiber der Iterationzahl. Aufgrund der vorliegenden Gestalt des Gleichungssy-
stems bendtigt eine Matrix-Vektor-Multiplikation stets 5N2 —4N Operationen, die folg-
lich stets in der GroBenordnung einer Skalarmultiplikation mit N? Operationen liegt. Die
Verfahren CGS, BiICGSTAB, TFQMR und QMRCGSTAB benétigen hierbei pro Itera-
tion jeweils zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen. Dagegen weist das GMRES-Verfahren
lediglich eine derartige Operationen pro Iteration auf. Jedoch zeigt sich durch den im
GMRES-Verfahren enthaltenen Arnoldi-Algorithmus zur Berechnung der Orthonormal-
basis eine von der Dimension des Krylov-Unterraums abhéngige Anzahl an Skalarpro-
dukten. Das GMRES-Verfahren wurde in unserem Fall in einer Restarted-Version mit
einer maximalen Krylov-Unterraumdimension von m = 30 verwendet. Eine kleinere
obere Grenze fiihrte zu einer Erh6hung der Iterationszahl und wurde daher vermieden.
Innerhalb eines Restarts miissen demzufolge 465 Skalarprodukte im Rahmen des Arnoldi-
Algorithmus berechnet werden, die etwa 3 Matrix-Vektor-Multiplikationen pro Iteration
entsprechen. Alle weiteren Verfahren beinhalten keinerlei iterationsabhéngige Anzahl von
Skalarprodukten. Je Iteration werden 3 (CGS), 4 (BiCGSTAB, TFQMR) beziehungswei-
se 6 (QMRCGSTAB) Skalarprodukte berechnet, so daf diese Verfahren einen vergleich-
baren Aufwand innerhalb eines Schleifendurchlaufs aufweisen. Dagegen ergibt sich bei
GMRES-Verfahren durchschnittlich ein deutlicher héherer Rechenbedarf.

—— CGS —— TFQMR
—-— BiCGSTAB 1 2r —-— QMRCGSTAB

Il Il Il Il Il Ll Il Il Il Il Il Il h
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
Iterationen (j) Iterationen (j)

Bild 4.21 Konvergenzverlaufe des CGS-  Bild 4.22 Konvergenzverlaufe des TFQMR-
und BiCGSTAB-Verfahrens und QMRCGSTAB-Verfahrens

Die dargestellten Konvergenzverldufe zeigen das zu erwartende typische Verhalten der
Gleichungssystemloser. Wahrend das CGS-Verfahren sehr starke Oszillationen aufweist,
ergibt sich bei der BICGSTAB-Methode durch die eingefiihrte eindimensionale Residu-
enminimierung ein deutlich glatteres Abfallverhalten (siehe Bild 4.21). Die Nutzung der
Quasiminimierung innerhalb des TFQMR- und QMRCGSTAB-Verfahrens fithrt, wie in
Bild 4.22 zu sehen, auf ein anndhernd monotones und oszillationsfreies Konvergenzver-
halten. Ein durchgehend monotones Abklingverhalten des Residuums ergibt sich aus
theoretischer Sicht fiir das GMRES-Verfahren und auch dessen GMRES(m )-Variante.
Diese Eigenschaft wird auch durch die Abbildung 4.23 wiedergegeben.
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Aus den ermittelten Konvergenzverldaufen wird ersichtlich, dafl bei allen betrachteten
Gleichungssystemlosern eine Reduktion des Residuums um 14 Groéflenordnungen in we-
niger als 1000 Schleifendurchldufen erzielt wurde. Hierbei ergab sich fiir die Verfahren
BiCGSTAB (272 Iterationen), CGS (291 Iterationen), TFQMR (302 Iterationen), QM-
RCGSTAB (286 Iterationen) ein vergleichbarer Aufwand. Einzig das GMRES-Verfahren
benstigte mit 838 Schleifendurchléufen eine deutlich hohere Iterationszahl.

Im Kontext der Euler- und Navier-Stokes-
Gleichungen wird in [48] von einem #hn- 41
lichen Verhalten der Gleichungssystemloser 27
berichtet, wobei sich das GMRES-Verfahren
ohne Nutzung einer geeigneten Prikondi-
tionierung sogar teilweise als unpraktikabel
erwies.

—— GMRES(30)

Die auf dem Bi-Lanczos-Algorithmus beru-
henden Verfahren CGS, BiCGSTAB,
TFQMR und QMRCGSTAB haben sich in

vielen praxisrelevanten Problemstellungen 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
als robust und stabil herausgestellt. Es bleibt Iterationen (j)

hierbei allerdings zu erwihnen, dafi diese Bild 4.23 Konvergenzverlauf des

vier Methoden die méglichen vorzeitigen Ver- GMRES(30)-Verfahrens

fahrensabbriiche des Bi-Lanczos-Algorithmus
erben, und daher die Konvergenz auch bei Vernachlissigung moglicher Rundungsfehler
nicht garantiert werden kann.

4.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1:

Zeigen Sie, dass das Jacobi-Verfahren und das Gauss-Seidel-Verfahren bei einer strikt
diagonal dominaten Matrix A € R™*™ konvergieren.

Hinweis: Eine Matrix A = (a;j)i j=1,....n € R™*™ heift streng diagonal dominant, wenn

n
|ark| > Z lakil, k=1,...,n
i=1
i#k
gilt.

Aufgabe 2:
Seien x,y € R™ mit y # 0. Sei ¢ : R — R definiert durch

P(a) = |z — ayl2.

Zeigen Sie:
T

;jTZ = argmin y(a).
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Aufgabe 3:
Sei A € C™*™ hermitesch und positiv definit. Zeigen Sie, dass
[fJJa:C* — R
z — |z)a = AV 2],

eine Norm auf C" darstellt.

Aufgabe 4:
Zeigen Sie, dass die Matrix

A — . .. .. e R"an
.o —1
-1 2
irreduzibel ist, ohne die vorgestellte graphentheoretische Vorgehensweise auszunutzen.

Aufgabe 5:
Gegeben sei die Matrix

1—50052 gsingr
A:
—Tsin™ 1—Tcos™

8 4 8 4

()

Zeigen Sie, dass das lineare Iterationsverfahren

und der Vektor

Tpt1 = I —A)x,+b, n=0,12,...

fiir beliebigen Starvektor xy € R? gegen die eindeutig bestimmte Losung x = (0,0)7
konvergiert, obwohl eine induzierte Matrixnorm mit

II—A| >1

existiert. Veranschaulichen Sie beide Sachverhalte zudem graphisch.

Aufgabe 6:
Geben Sie ein Beispiel an, bei dem die linearen Iterationsverfahren ) und ¢ nicht
konvergieren und die Produktiteration 1 o ¢ konvergiert.

Aufgabe T:

Das Einzelschrittverfahren zur Losung des Gleichungssystems Ax = y ist fiir symme-
trische, reelle, positiv definite n x n Matrizen A konvergent. Beweisen Sie die Aussage
fiir n» =2 ohne auf den allgemeinen Beweis (Satz 4.16) zuriickzugreifen.



196 4 Tterative Verfahren

Aufgabe 8:
Eine Matrix A € R™*" heifit M -Matrix, falls

e a;>0,1=1,...n,
o a; <0,4j=1,...,n, i#j und

e A ist regulidr mit A l'>0
gilt.

(a) Geben Sie ein Beispiel fiir eine M -Matrix an, die keine Diagonalmatrix darstellt.
(b) Zeigen Sie fiir eine M -Matrix A € R"*™:

(1) Sei Az =b und Az’ =b', dann folgt aus b < b’ auch = < z'.

(2) Fiir die zu A gehorige Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens gilt

M; >0

und
p(MJ) < 1.

Hinweis: Die Relationen A > 0 respektive ® > 0 sind stets komponentenweise zu

verstehen. Nutzen Sie die Aussage, dass fiir A > 0 stets zu A = p(A) ein Eigenvektor
x > 0 gehort.

Aufgabe 9:
Wir betrachten Matrizen A = (a;5)i j=1,.n € R™" (n>2) mit a;; =1, i=1,...,n
und a;; =a fiir ¢ #j.

(a) Wie sieht die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens zu A aus? Berechnen Sie ihre
Eigenwerte und die Eigenwerte von A .

(b) Fiir welche a konvergiert das Jacobi-Verfahren? Fiir welche a ist A positiv defi-
nit?

(c) Gibt es positiv definite Matrizen A € R™*" fiir die das Jacobi-Verfahren nicht
konvergiert?

Aufgabe 10:
Sei U :=span{uy,...,un} ein Unterraum des R”

(a) Zeigen Sie: Gilt fir z,y e R”, * —y € U, dann folgt
span{U,x} = span{U,y}.
(b) Sei A € R™™ ™, dann gilt
AU = {Az |z € U}.

Zeigen Sie:
AU = span{Auy,...,Aun}.
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Aufgabe 11:
Beweisen Sie:

(a) Wenn A mindestens einen positiven und einen negativen reellen Eigenwert besitzt,
dann divergiert das Richardson-Verfahren fiir jede Wahl von © € C.

(b) Wenn A unter anderem zwei komplexe Eigenwerte A1,Ao mit entgegengesetztem
Vorzeichen besitzt (A1/|A1] = —A2/|A2]), so divergiert das Richardson-Verfahren
fiir jede Wahl von © € C.

(c) Das Spektrum von A liege in einem abgeschlossenen Kreis um p € C\{0} mit dem
Radius 7 < |p|, dann fithrt die Wahl © = 1/ zur Konvergenz des Richardson-
Verfahrens mit

oI —©A) < r/lu < 1.

Aufgabe 12:
Bestimmen Sie fiir das System

4 0 2 T 4
0 5 2 T2 = -3
5 4 10 T3 2

die Spektralradien der Iterationsmatrizen fiir das Gesamt- und Einzelschrittverfahren
und schreiben Sie beide Verfahren in Komponeten. Zeigen Sie, dass die Matrix kon-
sistent geordnet ist und bestimmen Sie den optimalen Relaxationsparameter fiir das
Einzelschrittverfahren.

Aufgabe 13:
Gegeben sei die [terationsvorschrift

Tpt1 = T + ak(b — Aa:k), ar € R (441)

zur Losung der Gleichung Az =b mit A € R"*™ und b € R™.

(a) Schreiben Sie den Residuenvektor 741 = b— Az als Funktion von A,r; und
ay , das heift
Tk+1 = Tk+1 (A, Tk, ak).

(b) Berechnen Sie ay € R derart, dass 7,41 minimal beziiglich der euklidischen Norm

ist.
TA
(c) Sei F(A):= {y Yiye R"\{O}} .
Yy
. e 1 . . . (ri,Ary) o .
Zeigen Sie: Fiir die Iterationsvorschrift (4.4.1) mit aj, = gilt fiir belie-
(A’I‘k,ATk)

biges 7 # 0
[Pkl < (7Kl

genau dann, wenn 0 ¢ F(AT) gilt.
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Aufgabe 14:
Gegeben sei das Gleichungssystem Ax = b mit

A (078 0563 b — [ 0217
B 0.913 0.659 )’ - 0.254 /-
(a) Wie lautet die exakte Losung?

(b) Berechnen Sie fiir die beiden Niherungslosungen uw = (0.999, — 1.001)T und
v = (0.341, — 0.087)7 die Residuen r(u) und r(v). Hat die ,genauere* Losung
u das kleinere Residuum? Erklidren Sie die Diskrepanz durch Betrachtung der
Residuenfunktion 7.

Hinweis: Das Residuum r(z) einer Niherungslosung z der Gleichung Ax = b ist
durch r(z) = ||b — Az||2 definiert.

() (5)-(4)

soll mit dem Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren gelost werden. Wieviele Iterationen sind
jeweils ungefiihr erforderlich, um den Fehler |, — x||2 um den Faktor 1075 zu redu-
zieren?

Aufgabe 16:
Zeigen Sie, dass das Verfahren des steilsten Abstiegs konsistent jedoch nicht linear ist.

Aufgabe 17:

Betrachten Sie das Verfahren der konjugierten Richtungen und konstruieren Sie eine
Matrix A € R*** sowie vier A -orthogonale Suchrichtungen p, ...,p; derart, dass fiir
gegebene rechte Seite b = (10,9,8,7)7 und gegebenen Startvektor zo = (1,2,3,4)7 der
durch das Verfahren ermittelte Fehlervektor

Aufgabe 15:
Das Gleichungssystem

—1
€m = Tm — A™b

die Bedingung
llemlle > 2,749 fir m =0,1,2,3

erfiillt.
Aufgabe 18: _
Zeigen Sie: Sei A € R™*™ symmetrisch und positiv definit und gelte A7 = A fiir ein

j € N mit n > j > 1, dann liefert das CG-Verfahren spétestens mit x; die exakte
Losung der Gleichung Ax = b fiir beliebiges b € R™.

Aufgabe 19:
Zeigen Sie: Seien A € R™"™ und £ € R" gegeben. Desweiteren seien ¢;, v; € P;,
dann gilt

(6s(AT)m, v5(4)) =0 wmeRrr,
falls £ € Kern(¢;(A)¥;(A)) ist.
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Aufgabe 20:
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

a 14 (1 . /49
(7 5O)w<1> mit a € R \{25}.
(a) Fiir welche Werte von a konvergiert das Jacobi-Verfahren respektive das Gauss-

Seidel-Verfahren?

(b) Lésst sich die Konvergenzgeschwindigkeit durch Relaxation des Gauf3-Seidel-Ver-
fahrens erhéhen?
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5 Prakonditionierer

Den Einflul der Konditionszahl auf die Eigenschaften des Gleichungssystems und den
Zusammenhang zwischen dem Fehler- und Residuenvektor haben wir bereits ausfiihrlich
im Abschnitt 2.3 studiert. Die erzielten Resultate (Sdtze 2.39 und 2.40), wie auch die fiir
das Verfahren des steilsten Abstiegs (Satz 4.53), das CG-Verfahren (Satz 4.65) und die
GMRES-Methode (Korollar 4.78) vorliegenden Konvergenzaussagen, verdeutlichen nach-
driicklich den Vorteil einer kleinen Konditionszahl der Matrix A € R™*™ des linearen
Gleichungssystems Ax =b.

Motiviert durch diese Sachverhalte liegt die Nutzung einer dquivalenten Umformulierung
des Gleichungssystems mit dem Ziel der Verringerung der Konditionszahl der Matrix na-
he. Solche Techniken werden als Priakonditionierung des Systems bezeichnet und haben
sich im Kontext von Modellproblemen [18, 32, 69, 74] wie auch bei praktischen An-
wendungsfillen [2, 21, 39, 48, 49, 50, 56] als effizientes Mittel zur Beschleunigung und
Stabilisierung von Krylov-Unterraum-Verfahren erwiesen. Neben der Verwendung eines
geeigneten Gleichungssystemlosers ist die Wahl des Priikonditionierers von ausschlagge-
bender Bedeutung fiir das resultierende Gesamtverfahren. Aus diesem Grund werden wir
uns in diesem Abschnitt ausfithrlich mit der Beschreibung und Untersuchung méglicher
Prikonditionierungstechniken befassen. Einen aktuellen Uberblick findet man zudem in
der Arbeit von Benzi [9]. Nach einer einfiihrenden Definition werden wir unterschiedli-
che Varianten zur Prékonditionierung vorstellen. AnschlieBend prisentieren wir neben
dem prikonditionierten CG-Verfahren auch eine spezielle Formulierung einer prékondi-
tionierten BICGSTAB-Methode, die einen Vergleich von Links- und Rechtspriakonditio-
nierungen erméglicht. Zur Konvergenzanalyse nutzen wir die Poisson-Gleichung und die
Konvektions-Diffusions-Gleichung.

Definition 5.1 Seien P; und Pgr € R™*" reguléir. Dann heifit

PLAPrx" = Ppb (5.0.1)
x = Pral

das zum Gleichungssystem Ax = b gehorige priakonditionierte System. Gilt Py # I,
so heift P Linksprékonditionierer und das System linksprékonditioniert. Ist Pr # I,
so heift Pr Rechtsprikonditionierer und das System rechtsprikonditioniert. Ein links-
und rechtsprikonditioniertes System heifit beidseitig prikonditioniert.

Aufgrund der Invertierbarkeit der Matrix A stellt zum Beispiel A” eine mégliche
Priikonditionierungsmatrix dar. Mit Py, = AT und Pgr = I erhalten wir die Nor-

malengleichungen
AT Az = Ab. (5.0.3)

Die Matrix B = AT A ist symmetrisch und positiv definit, wodurch die Verwendung
des CG-Verfahrens moglich ist. Diese Vorgehensweise wird als CGNR (CG Normal equa-
tions Residual minimizing) bezeichnet. Analog fiilhrt Py = I und Pgr = AT auf das
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CGNE-Verfahren (CG Normal equations Error minimizing). Beide Verfahren kénnen al-
so als prikonditionierte CG-Verfahren interpretiert werden. Oftmals erweisen sich diese
Ansiitze jedoch im Fall schlecht konditionierter Matrizen aufgrund von condy(AA”T) >
conda(A) als ineffizient. Besitzt A dagegen eine kleine Konditionszahl, so stellen beide
Verfahren gute Alternativen zu den im Abschnitt 4.3.2 diskutierten Methoden dar, da
sich die positiven Eigenschaften des CG-Algorithmus auf diese Verfahren iibertragen. Be-
sonders im Spezialfall orthogonaler Matrizen liefern CGNR und CGNE wegen AT A =T
die exakte Losung des Gleichungssystems im ersten Iterationsschritt.

Mit Py APpr = I liegt eine im Sinne der Konvergenz optimale Wahl der Matrizen Pp,
und Pp vor. Eine derartige Forderung kommt jedoch einer Invertierung der Matrix A
gleich und ist daher aus Speicherplatz- und Rechenzeitgriinden iiblicherweise nicht reali-
sierbar. Das Ziel der Prikonditionierung liegt in der Definition einfach berechenbarer Ma-
trizen Py und Ppg, die einen geringen Speicherplatzbedarf aufweisen und mit Py APg
eine gute Approximation der Einheitsmatrix liefern, so dal cond(P;APpg) < cond(A)
gilt. Die beidseitige Variante wird, wie im Abschnitt 4.1.5 erwihnt, bei Verfahren fiir
positiv definite und symmetrische Matrizen und der Wahl Pz = Ppr verwendet, damit
mit P; APpgr wiederum eine positiv definite und symmetrische Matrix vorliegt.

In der Praxis unterscheidet man oft zwischen expliziten und impliziten Prikonditionie-
rern. Mit dieser Sprechweise will man betonen, dafl man entweder die Priakonditionie-
rungsmatrix explizit zur Verfiigung hat oder aber den Priakonditionierer nur implizit in
seiner Wirkungsweise bei Matrix-Multiplikationen kennt. Ein Beispiel fiir die implizite
Variante ist die unvollstindige LU-Zerlegung, bei der die Inverse des Prikonditionierers
in faktorisierter Form als Produkt von zwei Dreiecksmatrizen vorliegt. Das Produkt der
Matrizen LU kann auch bei schwachbesetzten Matrizen L und U eine vollbesetzte
Matrix darstellen. Die explizite Berechnung der Produktmatrix wiirde daher eventuell die
zur Verfiigung stehenden Speicherresourcen iibersteigen. Desweiteren miifite zur Bestim-
mung der Priikonditionierungmatrix die hieraus resultierende Matrix aufwendig invertiert
werden, wihrend die Invertierung des Produktes LU durch einfache Riickwérts- und
Vorwértselimination implizit gegeben ist.

5.1 Skalierungen

Skalierungen stellen die einfachste Form der Prikonditionierung dar. Den Vorteilen des
geringen Speicherplatzsbedarfs und der leichten Berechnung steht der Nachteil entgegen,
dafl mit der Skalierung in der Regel nur eine sehr grobe Approximation der Inversen
der Matrix A vorliegt, und folglich auch zumeist nur eine geringfiigige Beschleunigung
erzielt wird.

Definition 5.2 Eine regulire Diagonalmatrix D = diag{dii,...,dn,} € R™*™ heifit
Skalierung.

Mit der folgenden Auflistung werden wir einige gebriuchliche Formen der Skalierung auf
der Basis einer reguldren Matrix A € R™*™ présentieren:

(a) Skalierung mit dem Diagonalelement:
Unter der Voraussetzung a;; # 0 fir ¢ =1,...,n wihlt man
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1
dy = firi=1,...,n. (5.1.1)
Qi
(b) Zeilen-/Spaltenskalierung beziiglich der Betragssummennorm:

1

1 . .
dis = beziehungsweise dj; := (5.1.2)
. laijl 2. lai]
j=1 i=1
fir i =1,...,n respektive j=1,...,n.
(c) Zeilen-/Spaltenskalierung beziiglich der euklidischen Norm:
1 . . 1
dy = , beziehungsweise dj; := ) (5.1.3)
n 2 n 2
> i) <Z aijl2)
j=1 i=1
fir i =1,...,n respektive j=1,...,n.
(d) Zeilen-/Spaltenskalierung beziiglich der Maximumsnorm:
1 1
di; == beziehungsweise d;; := (5.1.4)
‘max |aij| ‘max |aj|
J=1seem i=1,...,
fir i =1,...,n respektive j=1,...,n.

Wie zu erwarten, hingt die Giite einer Skalierung auch entscheidend von der gewéhl-
ten Norm ab. In der Betragssummennorm und der Maximumsnorm sind sogar optimale
Skalierungen moglich.

Satz 5.3 Seien A € R™ ™ regulir und D € R™" gls Zeilenskalierung beziiglich der
Betragssummennorm gemdfl (5.1.2) gegeben. Dann gilt

condes (DA) < conde (DA) (5.1.5)
fiir jede Skalierung D € R™*™ .

Beweis:

Aufgrund der vorausgesetzten Regularitit der Matrix A ist D wohldefiniert, und es
liegt mit C = DA eine Matrix vor, deren Zeilen die Linge 1 beziiglich der Betragssum-
mennorm aufweisen. Sei eine beliebige Skalierung D € R"*™ gegeben, dann definieren

wir D = diag{di1,...,d11} = DIN)_1 . Aus dem Zeilengleichgewicht der Matrix C' folgt

IDA||oc = | DClloc = max |dy| [|C]loc = max |di| | DAl|oc,
i=1,...,n i=1,...,n

wohingegen stets

Cil o0 1 g _
> 167l _ 1(DA) e

" |IDllee max |[dy]
1=1,...,n

_ _ _ —1
I(DA) o = (DC) oo = €7D |us

gilt. Zusammenfassend ergibt sich somit die Behauptung.

Beriicksichtigt man [|A]|; = ||A”||s , so erhilt man das folgende Korollar.
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Korollar 5.4 Seien A € R™*™ reqgulir und D € R™ " gls Spaltenskalierung beziiglich
der Betragssummennorm gemdf$ (5.1.2) gegeben. Dann gilt

cond; (AD) < cond; (AD) (5.1.6)

fiir jede Skalierung D € R™*™ .

Bemerkung:

Die Konditionszahl einer gegebenen Matrix ist invariant gegeniiber Multiplikationen mit
A € R\{0} . Somit sind alle optimalen Skalierungen stets nur bis auf einen multiplikativen
Faktor eindeutig bestimmt.

Fiir die Konditionszahl in der euklidischen Norm gilt folgende Abschétzung:

Satz 5.5 Secien A regulir und die Skalierung D derart gewdhlt, dafl alle Spalten von
AD die gleiche Linge beziiglich der euklidischen Norm besitzen. Dann gilt

condy(AD) < v/n i%f condz(A D), (5.1.7)
wobei das Infimum tber alle requldren Diagonalmatrizen D € R™ ™ gebildet wird.

Beweis:
Es sei B eine beliebige Matrix und b; bezeichne die j-te Spalte von B, so gilt die
folgende Kette von Ungleichungen

n
jmax b2 < || B> < S byl?] <vn Jmax byl (5.1.8)
EARRR] 17‘]:1 TRy

~ ~—1
Wir definieren C' = AD . Da fiir jede Skalierung D eine Skalierung D mit D =D D
existiert, kann die Aussage in der dquivalenten Form

conds(C) < /ninf condz(CD)
D

formuliert werden, wobei das Infimum wiederum iiber alle reguléren Diagonalmatrizen
D € R"*™ gebildet wird. Aufgrund der obigen Bemerkung kénnen wir zudem fiir die
Spalten c¢; der Matrix C' die Eigenschaft

lejllz=1 (5.1.9)

0.B.d.A. annehmen. Sei nun eine beliebige Skalierung D gegeben, so definieren wir
D = diag{d,...,d} mit d= max |d;;| . Diese Festlegung impliziert
j=1,..n

N — 1
1D = ,
T2

woraus unter Verwendung der Submultiplikativitdt laut Satz 2.17 die Ungleichung

_ Sy — PP 1, 5 _
IC7Hl2 = dll(CD) 2 =d|(D DD C'|z <d|(CD)™ |2 (5.1.10)
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folgt. Aus (5.1.8) erhalten wir

1 . . 5.1.9
ICla= , ICD|> < max [(CD);]: =" max [(CD); |2 < |CD|s.
\/ﬂ Jj=1,....,n Jj=1,....n

d
Vn
(5.1.11)
Eine Kombination der Ungleichungen (5.1.10) und (5.1.11) liefert die Behauptung.

Natiirlich ist diese Aussage fiir die Praxis unbefriedigend, da dort die Dimension des
Gleichungssystems im allgemeinen so grof ist, dal auch der Faktor /n untragbar hoch
ist. Es ist aber moglich, Verschirfungen dieses Satzes nachzuweisen, wie sie den Arbeiten
[65] und [66] entnommen werden konnen.

Es bleibt zu bemerken, dafl eine Skalierung nicht unbedingt zu einer Verbesserung der
Konditionszahl der Matrix fithren mufl. So besagt der Satz 5.3, da§ im Fall einer re-
gulidren Matrix A deren Zeilen bereits die gleiche Liange beziiglich der Betragssummen-
norm aufweisen, mittels einer Linksprikonditionierung in der Form einer Skalierung keine
Verbesserung der Konditionzahl hinsichtlich der Zeilensummennorm erzielt werden kann.
FEine analoge Aussage ergibt sich fiir die Rechtsprikonditionierung mit Korollar 5.4 fiir
reguldre Matrizen deren Spalten die gleiche Lénge beziiglich der Betragssummennorm
besitzen. Betrachten wir die Matrix

2 100
A= ( 100 100 ) ’
so liefert eine Linksprikonditionierung des Gleichungssystems mittels einer Skalierung
geméB (5.1.1) die Matrix
1 50
o-(1 )

mit condy(B) = 51,062, so dafl die Skalierung wegen condz(A) = 2,6899 zu einer
deutlichen Erhohung der Konditionszahl gefiihrt hat.

5.2 Polynomiale Prikonditioner
Die grundlegende Idee polynomialer Prikonditionierer beruht auf der Darstellung der
Inversen einer Matrix in der Form einer Neumannschen Reihe.

Satz 5.6 Sei p(I — A) < 1, dann ist die Matriz A € R™*" regulir, und die Inverse
A~ besitzt die Darstellung in der Form einer Neumannschen Reihe

o0
AT =D (11— A (5.2.1)
k=0
Beweis:
Mit p(I —A) < 1 existiert laut Satz 2.35 eine induzierte Matrixnorm |[|.|| mit

IT — A|| < 1. Hiermit folgt aufgrund der geometrischen Reihe

> 1
17— A|F = ,
,;) 1—|I- A

o0

1Y T =AM <> I - A <
k=0
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so daB mit B =Y ;2 (I — A)* ein beschriinkter linearer Operator vorliegt, der wegen
(I —A)™ < ||I—-A||™" — 0 fir m — oo der Eigenschaft

BA = lim [i(IA)’“]A— lim (I-(I—-A)"")=1I

m— oo m— oo
k=0

geniigt und folglich die Inverse der Matrix A darstellt.

Die Voraussetzung iiber den Spektralradius ist natiirlich einschneidend. Wie der folgende
Satz zeigt, ist diese Bedingung fiir gewisse Klassen von Matrizen jedoch stets durch eine
geeignete Skalierung erfiillbar.

Satz 5.7 Sei A = (a;j)i j=1,..n € R™*" reguldr und strikt diagonaldominant, die Ska-
lierung D = diag{d11,...,dnn} sei gegeben durch

1
di; = . firi=1,...,n. (5.2.2)
Dann ist
p(I-DA) <1, (5.2.3)
und es gilt
[ee]
[Z (I - DA) ] (5.2.4)
k=0
Beweis:

Die Existenz und Regularitdt der Matrix D folgt aus der strikten Diagonaldominanz
von A. Weiter gilt ||[I — DA| o < 1, wodurch (5.2.3) erfiillt ist, und die Darstellung
der Inversen A~' aus dem Satz 5.6 folgt.

Natiirlich kann bei Verwendung der Matrix D in Form einer geeigneten Approximation
der Inversen A~! die Bedingung (5.2.3) prinzipiell gewihrleistet werden. Diese Matrix
D stellt dann aber nicht notwendigerweise eine Diagonalmatrix dar, und wir sind wieder
beim Ausgangsproblem der Prékonditionierung angelangt.

Die Verwendung einer abgeschnittenen Neumannreihe als Prikonditionierer ergibt sich
auf ganz natiirliche Weise aus dem Satz 5.6 und wurde erstmalig in [20] vorgeschlagen.

Definition 5.8 Sei p(I — A) <1 und m € N beliebig, dann heifit

pm .— f: (I— A" (5.2.5)
k=0

die abgeschnittene Neumannsche Reihe m -ter Stufe zur Matrix A .

Bemerkung;:

Die so gebildeten Matrizen P™) kénnen sowohl zur Links- als auch zur Rechtsprikon-
ditionierung verwendet werden. Bei der Implementierung ist zu beachten, dafl P nur
bei Matrix-Vektor-Multiplikationen benétigt wird, weshalb die Verwendung des Horner-
schemas naheliegt.
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Realisierung einer Matrix-Vektor-Multiplikation P™z —

Der Polynomansatz (5.2.5) legt es nahe, auch andere Polynome als die abgeschnittene
Neumannsche Reihe zu betrachten. So erhilt man zum Beispiel durch den Ansatz

m

P:=) 0, (I-A)" (5.2.6)
k=0

ein parameterabhéngiges Polynom, wobei die Gewichte 6 dazu benutzt werden kénnen,
die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens gezielt zu steuern.

Ist die Matrix A € C™*™ hermitesch, so kann man aus dem Raum P, aller Polynome
vom Hochstgrad m die Bestapproximation p* bestimmen, welche in einer vorgegebenen
Norm ||.|| die Bedingung

Il —Ap (Al < [T - Ap(A)|| Vp € P (5.2.7)

erfiillt. Diese Vorgehensweise werden wir anhand der euklidischen Norm demonstrieren.
Laut Satz 2.36 ist A unitéir diagonalisierbar, und wir erhalten die zu (5.2.7) dquivalente
Forderung

I =D p*(D)|2 < I = D p(D)|l2 Vp € P,

wobei D = diag{A1,...,\,} € R"*" die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A
reprasentiert. Folglich minimiert p* unter allen Polynomen p € P,, den Ausdruck
Jmax 1A p(0))

Fir die unbekannten Eigenwerte kann mit dem Satz von Gerschgorin [68] ein Intervall
I =a,b] mit a <0 < b festgelegt werden, welches alle Eigenwerte enthilt. Anschlieend
wird p* derart bestimmt, dafl der Ausdruck

1—

max 1 -2 p(z)]

iiber alle p € P,,, minimiert wird. An dieser Stelle stellt sich natiirlich die Frage nach
der Existenz eines derartigen Polynoms. Zunichst liegt mit ||¢||c := max,cr |g(x)| eine
Norm auf dem linearen Raum Pp,41(I) := {q¢ : I — R|q € Pp1} vor. Desweiteren
stellt P9, 1(I) :={q € Pm+1(I)| ¢(0) =0} einen endlichdimensionalen Unterraum von

Pmt1(I) dar. Wihlen wir ein festes aber beliebiges Polynom ¢ € PY, (1), so erhalten
wir mit
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M={gePp (D] = dllo < 11—l }

eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von P, +1(I), die folglich kompakt ist.
Somit stellt M zudem eine kompakte Teilmenge von P,,4+1(I) dar, wodurch zu jedem
G € Pm+1(I) mindestens ein ¢ € M mit

G = dlle <114 = dlloc Vg € M
existiert. Die Wahl §(xz) =1 liefert
11— dlloc <1 =dqlloc < 11 = ¢l

fir alle ¢ € P9, ,1(I). Mit
p(z) = a(2)/x fiix & £ 0

und p(0) = lim,—,0g(z)/x erhalten wir das gesuchte Polynom. Fiir Details zur prakti-
schen Berechnung sei auf [5] verwiesen.

Die Bestimmung polynomialer Prikonditionierer als Bestapproximation in einer gewich-
teten Lo -Norm findet man zum Beispiel in [40] und [59].

5.3 Splitting-assoziierte Prikonditionierer

Im Abschnitt 4.1 haben wir uns ausfiihrlich mit der Herleitung unterschiedlicher Splitting-
Methoden und der Diskussion ihrer Eigenschaften beschiftigt. Diese Verfahren basieren
auf einer Aufteilung der Matrix A in der Form A = B + (A — B). Hierbei soll B
eine leicht invertierbare Approximation der Matrix A darstellen, so daf} die resultieren-
de Tterationsmatrix M = B™'(B — A) einen moglichst kleinen Spektralradius besitzt.
Diese Forderung weist eine sehr groBe Ahnlichkeit zu den gewiinschten Eigenschaften
von Prikonditionierern auf, wodurch sich eine Verwendung der Matrix N = B~! als
Prikonditionierer anbietet.

Definition 5.9 Sei durch ;11 = Mx; + Nb eine Splitting-Methode zur Lésung von
Az = b mit einer reguldren Matrix IN gegeben, dann heiit P = IN der zur Splitting-
Methode assoziierte Priakonditionierer.

Die durch die obige Definition eingefiihrten Prikonditionierungsmatrizen lassen sich zur
Links- und Rechtsprikonditionierung verwenden. Die im folgenden aufgefithrten Moglich-
keiten zur Wahl der Matrix IN basieren ausschliefflich auf den im Abschnitt 4.1 vor-
gestellten iterativen Verfahren, wodurch sich auch die zur Invertierung der Matrix B
notwendige Eigenschaft der Regularitit der Diagonalmatrix D = diag{ai1,...,ann}
iibertriagt. Desweiteren stellen die Matrizen L und R geméf (4.1.11) und (4.1.12) die
strikte linke untere beziehungsweise strikte rechte obere Dreiecksmatrix beziiglich A dar.
Die Tabelle 5.1 liefert eine Auswahl moglicher Splitting-assoziierter Prikonditionierer.

Bei der Implementierung nutzt man aus, dafl bei den vorgestellten Prikonditionierern
die zu invertierenden Matrizen stets eine Diagonal- oder Dreiecksgestalt aufweisen und
folglich bei der Matrix-Vektor-Multiplikation die entsprechende Eliminationstechnik ge-
nutzt werden kann. Der dargestellte Jacobi-assoziierte Prakonditionierer ist dquivalent
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Splitting-Methode Assoziierter Prakonditionierer

Jacobi-Verfahren Pj,.=D"!

GauBl-Seidel-Verfahren Pgs=(D+L)™!

SOR-Verfahren Pgs(w) =w (D +wL)™"

Symm. GauB-Seidel-Verfahren Pggs = (D+R)"'D(D+L)™"
SSOR-Verfahren Psas(w) =w(2—w)(D+wR)""'D(D+wL)™"

Tabelle 5.1 Splitting-assoziierte Prékonditionierer

zur Skalierung mit dem Diagonalelement (5.1.1). Die Eigenschaften der im Bezug zu ei-
nem Relaxationsverfahren stehenden Priikonditionierer Pgs(w) und Pggs(w) hingen
entscheidend von der Wahl des Relaxationsparameters w ab. Im Fall einer symmetri-
schen, positiv definiten Matrix A werden in [6] Abschéitzungen fiir das Spektrum des
prakonditionierten Systems und ein im Sinne von conds optimales w angegeben.

5.4 Die unvollstindige LU-Zerlegung

Liegt eine grofle schwachbesetzte Matrix vor, so erweist sich die Berechnung einer LU-
Zerlegung unter den Gesichtspunkten der Rechenzeit und des Speicherplatzbedarfs auch
bei Vernachlissigung der Rundungsfehler als ineffizient und hiufig sogar unpraktikabel.

Die Idee der unvollstéindigen LU-Zerlegung ist es, eine Zerlegung der Form A = LU + F
mit einer linken unteren Dreiecksmatrix L und einer rechten oberen Dreiecksmatrix U
durchzufiithren, wobei der gesamte Speicherplatzbedarf der Matrizen L und U identisch
zu dem der Matrix A sein soll. Das Vernachlidssigen der Restmatrix F liefert eine
leicht invertierbare Matrix A = LU , deren Inverse als Approximation von A~! zur
Prikonditionierung des Gleichungssystems Ax = b verwendet werden kann. Um die
oben genannten Eigenschaften zu gewéshrleisten, miissen n? + n Bedingungen an die
unvollstdndige LU-Zerlegung gestellt werden.

Bevor wir einen leicht programmierbaren Algorithmus herleiten werden, fithren wir die
hilfreichen Begriffe Matrix-, Spalten- sowie Zeilenmuster und Besetzungsstruktur ein.

Definition 5.10 Jede Menge
M {(i,g) 1,5 €{1,...n}}
heifit Matrixmuster im Raum R™ ™ . Zu gegebenem Matrixmuster M heif3t
Ms(j) == {i] (i) € M}
das zu M gehorige j-te Spaltenmuster und

Mz(j) = {i] (4.i) € M}
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das zu M gehérige j-te Zeilenmuster. Zu gegebener Matrix A € R™*"™ bezeichnet
MA = {(i,j) | aij # 0}

die Besetzungsstruktur von A .

Unter Zuhilfenahme der Besetzungsstruktur legen wir nun die Bedingungen zur Berech-
nung der unvollstindigen LU-Zerlegung mittels der folgenden Definition fest.

Definition 5.11 Sei A € R"*™ . Die Zerlegung
A=LU+F (5.4.1)

existiere unter den Bedingungen

1) wuy=1firi=1,...,n,
2) el] = Uij = 0, falls (’L)j) ¢ MA )
3) (LU)U = Qjj , falls (Z,]) e MA s

und es seien L = (¢;5)i j=1,...n und U = (u;;)i j=1,...n ecine regulire linke untere bezie-
hungsweise rechte obere Dreiecksmatrix, dann heifit (5.4.1) unvollsténdige LU-Zerlegung
(incomplete LU, ILU) der Matrix A zum Muster M4 .

Die im Abschnitt 3.1 gewonnenen Existenzaussagen fiir die LR-Zerlegung lassen sich nicht
auf die unvollstéindige Formulierung iibertragen. So existiert aufgrund der Bedingung 2

fir
1 -1
a=(1 %)

keine unvollstindige LU-Zerlegung, obwohl mit det A[k] #0 (k = 1,2) durch die Siitze
3.7 und 3.8 die Existenz und eine Form der Eindeutigkeit der LR-Zerlegung gewéhrlei-
stet ist. Dennoch stellt die unvollstindige LU-Zerlegung eine sehr effiziente Form der
Prakonditionierung dar, die bei Simulationen technischer Problemstellungen hiufig er-
folgreich angewendet wird, da die hierbei auftretenden Gleichungssysteme in der Regel
keinen Widerspruch zu den Bedingungen 1 und 2 liefern (siehe die Beispiele 1.1 und
1.4). Existenzaussagen konnen fiir den Fall einer M-Matrix der Arbeit von Meijerink und
van der Vorst [47] und fiir H-Matrizen der Versffentlichung von Manteuffel [46] entnom-
men werden.

Zur Herleitung der Zerlegung entwickeln wir sukzessive fiir ¢ = 1,...,n zunichst die
i-te Spalte von L und anschlieBend die i-te Zeile von U . Aus den Bedingungen 1 und
3 erhalten wir wegen wm,; =0 (m > i) die Gleichung

n i i—1
Qi = E LimUmi = E LrmUmi = E LromUmi + Lii,
m=1 m=1

m=1

woraus sich sofort die i-te Spalte von L in der Form

i—1
gki = Qf; — Z ékmumi fir k= i, NN 1 (542)
m=1
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ergibt. Mit £;,, =0 (m > i) folgt fiir k =i+ 1,...,n die Gleichung

n 7
Qi = E CimUmk = E LimUmp,
m=1 m=1

und wir erhalten die Darstellung der i-ten Zeile von U geméif

i—1
1
Wi = 0. (aik - E éimumk> fir k=i+1,...,n. (5.4.3)
22

m=1

Die Beriicksichtigung der Bedingung 2 liefert abschlieend die unvollstindige LU-Zerlegung
in der folgenden Schreibweise:

Die unvollstindige LU-Zerlegung —

Fiar ¢ =1,...,n

Fiir k=1,...,n, k € M£&(i)

i—1
Ly = api — > Lo Umi
m=1

meMA (k)NME ()

Fir k=i+1,...,n, k€ M4(i)

i—1

1
uik =, | @ir = Z LimUmk
i =
meMBa(H)NME (k)
Definition 5.12 Es sei
A=LU+F

eine unvollstdndige LU-Zerlegung der Matrix A , dann ist
p=u'L"! (5.4.4)

der zugehorige ILU-Priakonditionierer.

Wir haben bereits angemerkt, dafl die Matrix P nicht explizit berechnet wird, sondern
nur implizit in ihrer Wirkung auf der Basis einer Vorwiirtselimination und einer anschlie-
Benden Riickwirtselimination verwendet wird. Zudem gibt es keine Notwendigkeit zur
Speicherung der Diagonalelemente der Matrix U , so dafl die beiden Matrizen L und
U in der Summe einen zu A identischen Speicherplatzbedarf aufweisen.
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Bei Matrizen mit einer relativ kleinen Bandbreite erweist sich hiufig die unvollstandige
LU-Zerlegung mit fill-in als effektiv. Hierbei wird ausgenutzt, dafl die Wahl der Beset-
zungsstruktur M4 innerhalb der Bedingungen 2 und 3 nicht zwingend ist. Ersetzt man
bei diesen Forderungen die Besetzungsstruktur M4 durch ein Muster M > M4 | so
erhiilt die Fehlermatrix F weniger von Null verschiedene Eintrége, wodurch mit LU
zumeist eine bessere Approximation der Matrix A vorliegt. Diese Erweiterung wird
mit ILU(p) beschrieben, wobei die natiirliche Zahl p einen Grad fiir die Anzahl der
fill-in-Elemente darstellt. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung der angesprochenen Verall-
gemeinerung sei auf Saad [60] verwiesen.

5.5 Die unvollstindige Cholesky-Zerlegung

Bereits im Abschnitt 3.2 hatten wir erkannt, dafl im Fall einer symmetrischen und positiv
definiten Matrix A der Aufwand der LR-Zerlegung reduziert werden kann, indem die
Eigenschaften der Matrix gezielt ausgenutzt werden. Die darauthin hergeleitete Cholesky-
Zerlegung werden wir nun auch zur Prikonditionierung in einer unvollstindigen Formu-
lierung betrachten.

Definition 5.13 Sei A € R™*™ symmetrisch und positiv definit. Die Zerlegung
A=LL" +F (5.5.1)

existiere unter den Bedingungen

1) £;; =0, falls (i) ¢ M4,
2) (LL")ij = aij , falls (i,j) € MA,

und essei L = (¢;5); j=1....,n €ine regulére linke untere Dreiecksmatrix, dann heifit (5.5.1)
unvollstindige Cholesky-Zerlegung (incomplete Cholesky, IC) der Matrix A zum Muster
MA.

Die wesentlichen Vorteile einer solchen Zerlegung liegen im Rechen- und Speicheraufwand
und in der Eigenschaft, daf§ sich im Fall einer positiv definiten, symmetrischen Matrix
A wegen

(LALT)T — LAL"

und
(LALTw,a:>2 - (ALTa:,LTa:>2 >0, YV € R"\ {0}

die Symmetrie und positive Definitheit auch auf das Produkt LAL” iibertragen, wo-
durch die Verfahren fiir symmetrische, positiv definite Matrizen auch auf das priakondi-
tionierte System angewendet werden kénnen.

Aus den Gleichungen (3.2.2) und (3.2.3) ergibt sich unter Beriicksichtigung der an die
unvollstindige Zerlegung gestellten Bedingungen die Berechnung der unvollstdndigen
Cholesky-Zerlegung in der folgenden Form:
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Die unvollstindige Cholesky-Zerlegung —

Fir k=1,....n

lee = |ark — )2 G

JEME (k)

Fir i=k+1,...,n, i € M4(k)

k-1
li, = ik — > lijly;
j=1
JEME (HNMEZ (k)
Im Gegensatz zur ILU benétigt die IC keine zuséitzliche Bedingung an die Diagonalele-

mente (sieche Bedingung 1 in der Definition 5.11), da aufgrund der positiven Definitheit
stets (k,k) € MA gilt.

5.6 Die unvollstindige QR-Zerlegung

Bei der Konstruktion der unvollstéindigen LU-Zerlegung war der Hauptgedanke, den Spei-
cherplatz fiir den Prikonditionierer a priori einzuschrinken, indem eine zu A &quivalente
Besetzungsstruktur gefordert wurde. Dieser Gedanke it sich auch auf andere Préikon-
ditionierer iibertragen.

Definition 5.14 Wird mittels einer modifizierten Variante eines beliebigen Algorithmus
zur Bestimmung einer QR-Zerlegung eine Darstellung der Matrix A in der Form

A=QR+ F (5.6.1)
berechnet, wobei die obere Dreiecksmatrix R und die Matrix @ den Bedingungen
1) ry; =0, falls (i,j) ¢ MA
2) q; =0, falls (i,5) ¢ M4
geniigen, und liegt bei Ersetzen der Besetzungsstruktur M# durch {(i,5)]i,j = 1,...,n}

mit @ eine orthogonale Matrix und mit F' eine Nullmatrix vor, dann heift (5.6.1) un-
vollstiandige QR-Zerlegung (incomplete QR, IQR) der Matrix A zum Muster M4 .
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Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren haben wir bereits in Abschnitt 3.3.1 eine Methode zur
Ermittlung einer QR-Zerlegung kennengelernt. Unter Beriicksichtigung der aufgestellten
Bedingungen 1 und 2 l&8t sich das Gram-Schmidt-Verfahren in der folgenden Form zur
Berechnung einer unvollstéindigen QR-Zerlegung nutzen.

Die unvollstindige QR-Zerlegung —
Fir j=1,...n
qj =a;
Fir i=1,...,j—1
i,j) € MA
N e
rij = (q;,a;)2 rij =0

Fir k=1,....n

\ (k) € MA A

qkj = Qkj — Tijqki qr; =0
i = [1g;ll2
q; = q;/7j;

Definition 5.15 Es sei
A=QR+ F

eine unvollstdndige QR-Zerlegung der Matrix A . Sind @ und R regulédr, dann ist
P:=R'Q" (5.6.2)

der zugehorige IQR-Prikonditionierer.

Der Speicheraufwand der Matrizen @ und R liegt zusammen geringfiigig iiber dem 1,5-
fachen der Matrix A . Dabei stellt @ nicht notwendigerweise eine orthogonale Matrix
dar, so daB sich mit Q7 auch nur eine Approximation an Q' ergibt.
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5.7 Die unvollstindige Frobenius-Inverse

Mit der unvollsténdigen Frobenius-Inversen werden wir innerhalb dieses Abschnitts ei-
ne Prikonditionierungsmatrix vorstellen, die bei vorgegebenem Muster eine Optimalitét
hinsichtlich der Frobenius-Norm aufweist. Wir werden hierbei stets als Muster die Be-
setzungsstruktur der Matrix A betrachten. Es existieren jedoch auch Strategien zur
adaptiven Wahl des Musters [10].

Definition 5.16 Ein Muster M heifit regulér im R™*" | wenn
Pp = {P € R"*" | P ist regulér und MFP = M} #0

gilt. Vorausgesetzt, dafl zu gegebenem reguliren Muster M das folgende Minimum exi-
stiert, dann heif3t
R : 2
Py €arg min [|AP — I

unvollsténdige Frobenius-Inverse (Frobenius-Rechtsinverse) der Matrix A zum Muster

M.

Wie das folgende Lemma belegt, it sich die unvollstindige Frobenius-Inverse spal-
tenweise bestimmen. Da jede Spalte von Pf’,l unabhéngig von den anderen berechnet
werden kann, eignet sich die Konstruktion sehr gut zur parallelen Implementierung, siehe
zum Beispiel [33].

Lemma 5.17 Sei M ein regulires Muster im R™™ "™ und
V/Vls(j) = {’U e R" | v; = 0 fiir 4 ¢ MS(])},

dann ist Pf,l = (py,..-,p,) genau dann eine unvollstindige Frobenius-Inverse zum
Muster M, wenn jeder Spaltenvektor p; der Bedingung

p; € arg min Ap — €2 5.7.1
i pey, R 6} | ill2 (5.7.1)

gentigt, wobei e; den j-ten Einheitsvektor im R™ reprdsentiert.

Beweis:

n
Die Behauptung folgt unmittelbar aus ||APY, — I||3 =3 |Ap; — e;ll3.
j=1

Zur Berechnung der unvollsténdigen Frobenius-Inversen mufl mit Lemma 5.17 fiir je-
den Spaltenvektor p; ein restringiertes Minimierungsproblem (5.7.1) gelost werden. Mit
dem anschlieBenden Satz werden wir hierzu ein dquivalentes lineares Ausgleichsproblem
herleiten.

Satz 5.18 Seien A € R™" regulir und m; = |M£(j)| fir j=1,...,n. Desweiteren
gelte MA(j) = {z{, o ,ifnj} und fir j=1,...,n sei die Matrizx Z; € R™*™ durch

(2j)me =6, firm=1,...omyjund€=1,....n
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unter Verwendung des Kronecker-Symbols

s [0 it
MELL =g
gegeben. Dann ist P.I;AA = (py1,...,P,) genau dann eine Frobenius-Inverse (Frobenius-

Rechtsinverse) der Matriz A zum Muster MA | wenn fiir jeden Spaltenvektor p; der
zugehorige projizierte Vektor 5]» = Zjp, die Bedingung

p,; €ar min AZp—e;|? 5.7.2
j gpeRmJ\{o} H J ]HZ ( )

erfullt. AufSerdem existiert hochstens eine Frobenius-Inverse der Matriz A zum Muster

MA.

Beweis:
Die Matrix Z; € R™/ " stellt einen Isomorphismus zwischen R™7\{0} und Vya(;) \ {0}

dar. Zudem gilt ZjTij = p fiir alle p € Vya(;) \ {0} und ZjZ]T =TI e R™*™i.
Somit folgt

2,2 (e _min 14210 - <3

Z: | ar min Ap — e
]< 8 | Ap g|2> O

PEV .4 ;) \(0}

ar min AZTp —e;|?
g peEMI\ {0} [ iP 5112

und

ZT ([ ar min AZTp—e; 2) = ZTz. |ar mi AZTZ.p—e;?
J( gpeRmJ\{o}” ip—e€ls i4i gpeng(j)\{o}” 5 Zip — €jll

= arg min | Ap — e;]|3
PEVMg(j)\{O} 7

wodurch Z; und ZJT Isomorphismen auf den in (5.7.1) und (5.7.2) aufgefithrten Mengen
darstellen und hiermit der erste Teil der Behauptung folgt.

Wir kommen nun zur Eindeutigkeit der Frobenius-Inversen. Die Matrix A; := AZJT €

R™ ™ hesteht aus den m; linear unabhingigen Spalten a;, i € M#(j) der Matrix
A . Somit existiert mit Satz 3.13 eine Zerlegung der Matrix A; in der Form

R
mit einer orthogonalen Matrix @ € R™*™ und einer reguliren rechten oberen Dreiecks-
matrix R € R %™ . Mit
Fi ) T
= = e
£ ( £ .
erhalten wir

IAZ]p—e;l5 = 1Q" (Ajp —e))5 = H( 102 )p_ ( ;jl )

2
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Aufgrund der geforderten Existenz des Minimums Pm7i)n |AP — I|% gilt f; # 0.
€Pm

Unter Berticksichtigung von
T
IAZTp —ejll3 = [|IRp — fjull3 + 1| 213
erhalten wir die eindeutig bestimmte j-te Spalte der Frobenius-Inversen durch

T . 2 T p-1

Somit 148t sich die Frobenius-Inverse auf der Basis der im Abschnitt 3.3 beschriebenen
Verfahren zur QR-Zerlegung bestimmen, wobei natiirlich auch weitere Algorithmen (zum
Beispiel die Householder-Transformation) genutzt werden kénnen.

Die Forderung nach der Existenz des Minimums innerhalb der Definition 5.16 ist we-
sentlich, da die Menge Paq hinsichtlich der Norm nicht abgeschlossen ist. Betrachten
wir das Beispiel A = (es,e1,es) € R®**? | so folgt M£(1) = 3 und wir erhalten fiir
P € Vpan) \ {0} = {(0,0,0)T|X € R\ {0}} die Gleichung

2

0 1
lap—edz={[ A |- o || =1+
0 0 9
Somit existiert min |Ap — e1]|3 nicht, und wir erhalten lediglich
PEVMg(l)\{O}
arg inf |Ap — e1]|3 =0 gZVM?(l) \ {0}.

pEVM:él(l)\{O}

5.8 Das prikonditionierte CG-Verfahren

Die Nutzung der vorgestellten Préakonditionierer werden wir in diesem Abschnitt am
Beispiel des CG-Verfahrens studieren. Sei mit A € R™*"™ eine symmetrische und positiv
definite Matrix des Gleichungssystems

Ar=b (5.8.1)

gegeben, so transformieren wir das System (5.8.1) unter Verwendung einer reguliren
Matrix Py, in die dquivalente Form

APzl =" (5.8.2)

mit AT = PLAPE, xzf = PZT:B und b = P b. Die Matrix P kann hierbei durch
die unvollstindige Cholesky-Zerlegung oder eine symmetrische Splitting-Methode (zum
Beispiel das Jacobi-Verfahren oder das symmetrische Gauf-Seidel-Verfahren) festgelegt
werden, wobei das Jacobi-Verfahren ausschliefllich bei Matrizen mit unterschiedlichen
Diagonalelementen zu einer Verdnderung der Konditionszahl fithrt und somit im Fall der
zweidimensionalen Poisson-Gleichung keinen Einflul auf die Konditionszahl besitzt.
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Kennzeichnen wir, wie bereits oben angedeutet, alle prakonditionierten Gréflen mit dem
Superskript ¥, so l#it sich das prikonditionierte CG-Verfahren (PCG) in der Form des
urspriinglichen Verfahrens der konjugierten Gradienten durch Einfiigen des Superskriptes
schreiben, wobei eine abschliefende Ermittlung der Niherungslosung @,,,+1 = Pzwi 11
erginzt werden mufl.

Wir werden nun eine spezielle Darstellung des PCG-Verfahrens herleiten, die in den ur-
spriinglichen Variablen formuliert ist. Eine formale Nutzung der urspriinglichen Verénder-
lichen liefert unter Verwendung der Definitionen

D = PipY und o, = P;'v?
das prékonditionierte CG-Verfahren in der vorlaufigen Form:

Vorliufiges PCG-Verfahren —

Wihle P; 7 xy € R"
Pyro:=Prb— PLAPT P T (5.8.3)

~Ta _ P ._  TpTl
P, py:=Prro, ag =7y P Prrg

Fir m=0,...n—1
P
RN e
Py, := PLAPIP.p,, = PLAp,, (5.8.4) STOP
AP = a, oy

(Plﬁmvprmb B (f’mj)m)Q

Pz =Pz, + N\ PLp, = PL 2, + 0D P D, (5.8.5)
P71 = Prry, — A Proy, (5.8.6)

P T T
Qpt1 = Tm+1PLPLT7n+1

P
am+1
Pip,i1 = Prromai+ "5 Prp, (5.8.7)
N~ “ A, N~ 7
=P;Tpmi1 =P."p,

Da Pg € R™" regulidr und xy € R™ beliebig wihlbar ist, kann die im Algorithmus
auftretende Festlegung PZTwo € R™ durch die Wahl von xy € R™ ersetzt werden.

Linksseitige Multiplikation der Gleichungen (5.8.3), (5.8.4) und (5.8.6) mit P;' und der
Gleichungen (5.8.5) und (5.8.7) mit PY liefert bei Verwendung von P = PT P das
prikonditionierte CG-Verfahren:
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Algorithmus PCG-Verfahren —

Wihle g € R™.
To = b— A:I:O

Py = Prg, of = (r0,Do)s

Fir m=0,....m—1
al #0
\ g
. . ok STOP
V1= AD,, s Am 1= TR
msm /2

— P 2
LTm+1 = Tm + Ampm

— P 2
Tm+1 = Tm — Am’vm

- P —
Zm+1 = Propgr, o, = (Pimt1,2m+1)o

OZP+1

A e m A

Pmt1 = Zm+1 + 2 Pm
aq,

Die Kennzeichnungen © und ~ verdeutlichen den verbleibenden Unterschied zum ur-

spriinglichen CG-Verfahren. Auch das PCG-Verfahren wird in der Regel als iterative
Methode genutzt. Im CG-Algorithmus ermoglicht die skalare Grofle «,, eine direkte
Kontrolle des Residuums, wodurch ein Abbruchkriterium in der Form /., < € anstelle
amy, = 0 verwendet werden kann. Eine analoge Vorgehensweise zur Kontrolle des Residu-
ums ist im PCG-Verfahren nicht moglich, da af = ||PLr,,||3 keine direkte Evaluation
des Residuums liefert. Daher sollte in diesem Fall stets ||r,,||2 < ¢ als Abbruchbedingung
implementiert werden.

Beispiel 5.19 Wir nutzen das bereits im Beispiel 4.64 verwendete und aus der Diskre-
tisierung der zweidimensionalen Poisson-Gleichung resultierende Gleichungssystem zum
Vergleich des CG-Verfahrens mit dem PCG-Algorithmus. Es handelt sich wiederum um
ein Gleichungssystem mit 40.000 Unbekannten. Zur Prékonditionierung wird hierbei das
symmetrische Gauf3-Seidel-Verfahren mit

P=Psecs=(D+R)'DD+L)""

verwendet. Die in der folgenden Tabelle prisentierten Ergebnisse zeigen die zu erwartende
Beschleunigung des CG-Verfahrens.
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CG-Verfahren PCG-Verfahren

Iterationen Residuenverlauf

0 140.348 140.348

50 491.151 8.58174

100 150.025 0.0105147

150 1.83245 4.23371e-05

200 0.148948 5.42568e-08

250 0.00307128 1.69676e-11

300 2.40822e-05 6.69697e-15

336 5.07545e-07 9.04322e-17

5.9 Das prikonditionierte BiCGSTAB-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir einige Aspekte der Priakonditionierung am Beispiel des
BiCGSTAB-Verfahrens studieren. Im Prinzip kann man aus einem beliebigen Iterations-
verfahren zur Losung von Az = b eine préikonditionierte Version erhalten, indem die
Methode auf die Gleichung (5.0.1) angewendet wird. Im Algorithmus wird dann die Ma-
trix A durch das Produkt P, APgr und der Vektor b durch Prb ersetzt und nach
Abbruch der Iteration die Niherungslosung @, zum Ausgangsproblem gemifl (5.0.2)
durch x,, = P chf:l aus der Approximation wi gewonnen. Innerhalb des Iterationsver-
fahrens ergeben sich daher, verglichen zum Basisalgorithmus, unterschiedliche Werte, die
wir mit dem Superskript © kennzeichnen. Es ist natiirlich wiinschenswert, da8 bei vor-
gegebenem Startvektor xy und festgelegter Genauigkeit € > 0 nach Abbruch des Basis-
verfahrens und der priikonditionierten Variante stets Ndherungslosungen «,, vorliegen,
die der Bedingung ||b— Ax,,|| < e geniigen. Betrachtet man das im obigen Sinne durch
Verwendung von P APpr und Ppb priakonditionierte Verfahren, so wird der Algorith-
mus stets auf der Grundlage der Norm des Residuenvektors rl = Py b — P APzl
terminiert, wodurch sich fiir @, = Prxl das Residuum |[Pf (b— Azx,,)| ergibt.
Folglich liegt bei Nutzung einer Linksprikonditionierung innerhalb des Verfahrens keine
Kontrolle des relevanten Residuums vor. Deshalb kann auch bei Terminierung des Ver-
fahrens keine direkte Aussage iiber die Giite der Approximation getroffen werden. Eine
P

Rechtspréikonditionierung ergibt hingegen r,, = r,,, so daB zudem ein zuverléssiger

Vergleich von Rechts- und Linksprékonditionierern in dieser Form nicht moglich ist.

In [49] wird eine spezielle Formulierung eines priikonditionierten BiICGSTAB-Verfahrens
vorgestellt, die eine Kontrolle des relevanten Residuums auch im Fall einer linksseitigen
Prikonditionierung ermdoglicht. Diese Variante werden wir im folgenden beschreiben. Die
Vorgehensweise ist hierbei allgemeingiiltig und kann daher analog auf weitere Verfahren
angewendet werden. Grundlegend fiir die Herleitung ist die Tatsache, dafl die explizi-
te Berechnung der Matrix Pp APpR aus zwei Griinden nicht empfehlenswert ist. Zum
einen sind die Prikonditionierer oftmals nur implizit gegeben (zum Beispiel die ILU und
IQR), und zum anderen stellt P, AP R eventuell eine vollbesetzte Matrix dar, obwohl A
schwachbesetzt ist. Die Matrix-Vektor-Multiplikationen werden daher sukzessive durch-
gefiihrt, und die Berechnung
’UP = PLAPRpP

kann ohne zusitzlichen Rechenaufwand in zwei Schritten gemé&f
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v = APgpp"
op PLURP (5.9.1)

ausgefiihrt werden.

Eine rechtsseitige Prikonditionierung weist keinen Einflufl auf die Kontrolle des Residu-
ums auf, sodafl wir uns bei den weiteren Betrachtungen im Sinne der Ubersichtlichkeit
auf den interessanten Fall einer linksseitigen Prikonditionierung beschrinken und an-
schliefend die rechtsseitige Prikonditionierung einbeziehen werden.

Mit dem Startvektor xy ergeben sich die Residuenvektoren rqg = b — Axy und T‘OP =

P (b— Axy) = Prrg. Wegen pl = v kiénnen die Vektoren T, 'r’f und pf im
j + 1 -ten Iterationsschritt als bekannt vorausgesetzt werden. Das Einfiigen der Grofle

v; = Ap} (5.9.2)

liefert
vf = Prv;
Somit ergibt sich mit
S§; =T; — afvj (593)
die Gleichung
S; =T 70‘5”5'3:PL3J’

und es folgen durch

t; = As} (5.9.4)

die Zusammenhénge

tf = Prt; und rf+1 = sf — wftf = Py (Sj — wftj) .

Wegen der Regularitit der Matrix P ergibt sich aus 'rf 11 = Prrjy1 direkt

— 3. Py
Tjit+1 = 8j —W; tj.

Durch die Einfithrung der Hilfsvektoren v;, s; und ¢; geméf (5.9.2), (5.9.3) und (5.9.4)
sind wir in der Lage das Residuum ||r;|| anstelle ||'rf | ohne zusitzlichen Rechenaufwand
zu kontrollieren. Somit ergibt sich der prikonditionierte BICGSTAB-Algorithmus in der
im folgenden Diagramm darstellten Form.

Aufgrund der Darstellung

Tjy1 = Pl.;far;;-D_s_1 = PR:B;? +afPRpf +w}DPRs;-D
= x;+ Pg(a)pl +wl's)) (5.9.5)

kann die Gleichung (5.9.6) durch (5.9.5) ersetzt werden, wodurch die Gleichung (5.9.7)
entfallt, und der Algorithmus direkt in der gesuchten Naherungslosung «; formuliert
wird. Wéhrend die Kontrolle des Residuums ||7;|| keinen zusétzlichen Rechenaufwand
verursacht, benotigt die Nutzung der Gleichung (5.9.5) pro Iteration eine Matrix-Vektor-
Multiplikation mit Ppg , die in der im Diagramm dargestellten Form nur einmal auferhalb
der Iteration durchgefiihrt werden muf3.
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Zur Analyse der Priakonditionierungstechniken betrachten wir wiederum das Modellpro-
blem der Konvektions-Diffusions-Gleichung mit N? = 10.000 Punkten. Die Bilder 5.1
bis 5.5 zeigen die bereits im Abschnitt 4.3.2.10 diskutierten Konvergenzverliufe der ein-
zelnen Projektionsverfahren fiir einen Diffusionsparameter ¢ = 0.1. Die zweite Kurve
zeigt jeweils die durch eine Rechtspriikonditionierung mittels einer unvollstindigen LU-
Zerlegung erzielte Beschleunigung des Grundalgorithmus. Hierbei wurde die benétigte
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Iterationszahl auf ca. 30% des jeweiligen Basisverfahrens reduziert. Obwohl die Verwen-
dung einer unvollstdndigen LU-Zerlegung neben ihrer Berechnung stets zu einer Verdop-
pelung der Matrix-Vektor-Multiplikationen fiihrt, ergibt sich insgesamt bei allen Glei-
chungssystemltsern eine Rechenzeitersparnis verglichen mit dem nicht prékonditionierten
Verfahren.

In der Arbeit [48] wird ein Rechenzeitvergleich unterschiedlich priikonditionierter Krylov-
Unterraum-Verfahren bei der Simulation reibungsfreier und reibungsbehafteter Stro-
mungsfelder prisentiert. Bei der betrachteten grofien Bandbreite verschiedenster Pro-
blemstellungen zeigte sich dabei das BiCGSTAB-Verfahren in Kombination mit einer
unvollstdndigen LU-Zerlegung als sehr effizient, wobei die Nutzung der Prékonditionie-
rung zu einer immensen Beschleunigung des Gesamtverfahrens fiihrte.

Die Abbildungen 5.6 bis 5.10 korrespondieren mit der im Abschnitt 5.9 vorgestellten
prikonditionierten Variante des BICGSTAB-Verfahrens, wodurch ein Vergleich von links-
und rechtsseitiger Préakonditionierung erméglicht wird. Im Unterschied zu den vorange-
gangenen Abbildungen wurde die Konvektions-Diffusions-Gleichung mit einem Diffusi-
onsparameter € = 0.01 genutzt, wodurch der unsymmetrische Anteil der Matrix (1.0.9)
einen grofleren Einflul verglichen zu ¢ = 0.1 besitzt. Zur Unterscheidung der Prékondi-
tionierer fithren wir die in der Tabelle 5.2 aufgelisteten Abkiirzungen ein.

Abkiirzung Prakonditionierer

ILU Unvollstdndige LU-Zerlegung

Jacobi Jacobi-Prékonditionierer

GS GauB-Seidel-Prakonditionierer

SGS Symm. GauB-Seidel-Priakonditionierer

POLY(3)  Polynomialer Prikonditionierer gemé8 (5.2.5) mit m = 3
VA Zeilenskalierung gemifl Betragssummennorm

Zo Zeilenskalierung geméif euklidischer Norm

S1 Spaltenskalierung geméfl Betragssummennorm

S Spaltenskalierung geméf} euklidischer Norm

Tabelle 5.2 Prikonditionierer und deren Abkiirzung

Zudem wird durch den Zusatz L beziehungsweise R die Verwendung des jeweiligen
Prikonditionierers in einer links- respektive rechtsseitigen Formulierung gekennzeichnet.

Die Préakonditionierer lassen sich aus dem Gesichtspunkt der Effizienz in drei Gruppen
unterteilen. Zunéichst fassen wir hierzu die in der Abbildung 5.6 aufgefiihrte unvollstandi-
ge LU-Zerlegung und den ebenfalls im Bild 5.6 enthaltenen symmetrischen Gauf3-Seidel-
Prékonditionierer in der ersten Gruppe zusammen. Die zweite Gruppe beinhaltet alle
in den Abbildungen 5.7, 5.9 und 5.10 dargestellten Priikonditionierer. Bezogen auf die
Algorithmen der ersten Gruppe fithren diese Methoden auf etwa die dreifache Anzahl an
Iterationen. Die letzte Gruppe der fiir diesen Testfall ineffizienten Verfahren beinhaltet
bei den untersuchten Techniken den in Abbildung 5.8 aufgefithrten polynomialen Prékon-
ditionierer. Diese Methode ergab eine deutlich hohere Iterationszahl und benétigt in der
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genutzten Form (m = 3) bezogen auf den Basisalgorithmus viermal so viele Matrix-
Vektor-Multiplikationen. Desweiteren lassen sich die unvollstdndige QR-Zerlegung und
die unvollstéindige Frobenius-Inverse in diese Gruppe einordnen. Beide Prikonditionierer
erwiesen sich bereits bei ihrer Berechnung als unakzeptabel aufwendig und wurden daher
in den Abbildungen nicht beriicksichtigt. Eine Rechenzeitersparnis bei der Berechnung
der Frobenius-Inversen kann allerdings durch die gute Parallelisierbarkeit dieser Methode
erzielt werden.

Beim Vergleich der links- und rechtsseitigen Prikonditionierung ergaben sich keine gra-
vierenden Unterschiede, wobei zumeist bei der rechtsseitigen Prékonditionierung eine
geringfiigig kleinere Iterationszahl vorlag.

Abschliefend konnen wir feststellen, dafl sich eine rechtsseitige Prékonditionierung auf
der Basis einer unvollstdndigen LU-Zerlegung beziehungsweise des symmetrischen Gauf3-
Seidel-Verfahrens als eine sehr effiziente Vorgehensweise herausgestellt hat. Diese Er-
gebnisse decken sich hervorragend mit der in [49] prisentierten Studie unterschiedlicher
Prakonditionierer im Kontext der Euler-Gleichungen. Der zum symmetrischen Gauf-
Seidel-Verfahren assoziierte Prékonditionierer benttigt im Gegensatz zur unvollstindi-
gen LU-Zerlegung keinen Speicherplatz und ist zudem direkt durch die Matrix des Glei-
chungssystems gegeben, wodurch die Berechnung des Priakonditionierers entfallt. Im Sin-
ne eines moglichst geringen Speicherplatzbedarfs stellt folglich das symmetrische Gauf3-
Seidel-Verfahren eine effiziente Alternative zur bewéhrten unvollstdndigen LU-Zerlegung
dar.
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5.11 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1:
Zeigen Sie: Sei Pj = Pg € R™™™ regulir und A € R™*"™ symmetrisch und positiv
definit, dann ist auch die Matrix

AP IZPLAPR

symmetrisch und positiv definit.

Aufgabe 2:
Berechnen Sie eine unvollstindige LU-Zerlegung der Matrix

3 13 1 0 0
0 1 0 0 2
A = 0 01 10
1 01 3 1
1 4 0 1 4

und vergleichen Sie diese mit einer vollstindigen LU-Zerlegung, das heisst der LR-
Zerlegung.

Aufgabe 3:
Bestimmen Sie die Priakonditionierer P j,., Pas und Pgagg zur Matrix

10 7 1
A = 4 6 2
8 5 12

und ermitteln Sie die Konditionszahlen

conds (A), condog (P jacA), conde (PgsA) sowie conds (PsgsA).

Aufgabe 4:
Zeigen Sie, dass fiir eine symmetrische, positiv definite Matrix A € R™*™ die beidseitige
Prékonditionierung
AP =P, APy
mit
P, =PL=(D+L)'DY?
exisitiert. Berechnen Sie AT fiir

10 4 1
A = 4 12 2
1 2 6

und vergleichen Sie die Konditionszahlen conds,(A) und cond.(A”).
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A Implementierungen in MATLAB

Innerhalb dieses Anhangs werden mogliche Implementierungen der hiufig verwendeten
Verfahren in MATLAB [1] vorgestellt. Die Algorithmen wurden von C. Vémel entwickelt
und sind iiber

http://www.vieweg.de/tu/8y

Offentlich zuginglich.

Mit Ausnahme des Arnoldi-Algorithmus kénnen alle aufgefiihrten Verfahren zur Losung
des Problems Az =b mit A € R"*™, b € R" unter Verwendung der Notationen

= Name(A,b);

= Name(A,b,tol);

= Name(A,b,tol,maxit);

= Name(A,b,tol,maxit,x0);

LT T

aufgerufen werden, wobei Name jeweils durch die gewiinschte Verfahrensbezeichnung er-
setzt werden mufl. Es gelten hierbei fiir die obtionalen Angaben die in der folgenden
Tabelle angegebenen Einstellungen.

Eingangsvariable Beschreibung Vorgabe
tol Genauigkeitsvorgabe (Toleranz) 1076
maxint Maximale Anzahl an Iterationen min{n,30}
x0 Startvektor Nullvektor

Bei jeder dieser Methoden wird eine Uberpriifung der Eingangsparameter und der Vor-
lage einer trivialen Losung mittels der Programme Argumente.m respektive Trivial.m
durchgefiihrt.

Programm SteilsterAbstieg.m: Verfahren des steilsten Abstiegs
function x = SteilsterAbstieg(A,b,tol,maxit,x0)
b

% CHECK THE INPUT ARGUMENTS
Argumente

% CHECK FOR TRIVIAL SOLUTION
Trivial

% MAIN ALGORITHM



%
tolb = tol * normb;
r=>b-A % x;
% iterate
for i = 1l:maxit
normr = norm(r);
if (normr <= tolb)

% konvergiert
break
end
q = Axr;
if (q == 0)
error (’Matrix ist singulaer.’);
end
rtq = r’*q;
if (rtq <=0)
error(’Matrix ist nicht positiv definit.’);
end

lambda = (r’*r)/rtq;

X = x + lambda * r;

r = r - lambda * q;
end
normr = norm(b-A*x);
if (normr > tolb)

warning(’Verfahren hat nicht konvergiert’)

end
return

Programm KonjugGrad.m: CG-Verfahren

function x = KonjugGrad(A,b,tol,maxit,x0)
%
% CHECK THE INPUT ARGUMENTS

Argumente

% CHECK FOR TRIVIAL SOLUTION
Trivial

% MAIN ALGORITHM
%
tolb = tol * normb;
r=>b- A % x;
p=rT;
normr = norm(r);
alpha = normr~2;
% iterate
for i = 1l:maxit
if (normr <= tolb)
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% converged
break
end
v = Ax*p;
if (v == 0)
error (’Matrix ist singulaer.’);
end
vr = (v’*r);
if (vr <=0)
error (’Matrix ist nicht positiv definit.’);
end

lambda = alpha/vr;
x = x + lambda * p;
r = r - lambda * v;
alpha2 = alpha;

normr = norm(r);

alpha = normr~2;

p = r + alpha/alpha2 * p;
end

normr = norm(b-A*x);
if (normr > tolb)
warning (’Verfahren hat nicht konvergiert’)
end
return

Programm Arnoldi.m: Arnoldi-Algorithmus

function [V,H] = Arnoldi(A,rO,m);

)

% INPUT VARIABLEN:
/A

% V —— n*m orthogonale Matrix

% H -- m*m obere Hessenberg Matrix
b

% OUTPUT VARIABLEN:

Y o——m— e ———

% A: quadratische n*n Matrix.
% r0: Spaltenvemtor
% m: Anzahl der Spalten von Q und H

% CHECK THE INPUT ARGUMENTS
if (nargin < 3)
error (’Funktion braucht mehr Parameter.’);

else
[mm,n] = size(A);
if (mm “= n)

error (’Matrix ist nicht quadratisch.’);
end
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%
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% converged
break
end
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if “isequal(size(r0), [mm,1])
error (’r0 hat nicht die richtige Dimension.’);
end
if ((@m > n) || (m<=0))
error (’Falsche Spaltenanzahl.’);
end
end

% MAIN ALGORITHM

V = zeros(n,m);
H = zeros(m,m);
w = r0;
normw = norm(w) ;
if (normw == 0)
error (’Arnoldi break-down.’);
end
V(:,1) = w/normw;
for j = 1:m
w o= AxV(:,]);
H(1:3,3) = V(:,1:3) 7 *w;
w=w-V(,1:5)*H(1:j,7);
if(j == m), break; end
normw = norm(w) ;
if (normw == 0)
error (’Arnoldi break-down.’);
end
V(:,j+1) = w/normw;
H(j+1,3)
end
return

normw;

Programm RestartedFOM.m: Restarted FOM

function x = RestartedFOM(A,b,tol,maxit,x0)

% CHECK THE INPUT ARGUMENTS
Argumente

% CHECK FOR TRIVIAL SOLUTION
Trivial

% MAIN ALGORITHM

tolb = tol * normb;
r=>b-A % x;
normr = norm(r);

% iterate
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for i = 1:maxit
if (normr <= tolb)
% converged
break
end
[V,H] = Arnoldi(A,r,i);
e = normr*xeye(i,1);
alpha = H\e;
x = x + V * alpha;
r=>b-A % Xx;
normr = norm(r);
end
if (normr > tolb)
warning (’Verfahren hat nicht konvergiert’)
end
return

Programm Gmres.m: GMRES-Algorithmus

function x = Gmres(A,b,tol,maxit,x0)

% CHECK THE INPUT ARGUMENTS
Argumente

% CHECK FOR TRIVIAL SOLUTION
Trivial

% MAIN ALGORITHM

tolb = tol * normb;
r=D>b- A % x;
normr = norm(r);
Gamma=normr*eye (maxit+1,1);
% Hessenberg Matrix
H = zeros(maxit+1);
% orthogonale Basis
V = zeros(n,maxit+1);
% Givensparameter
c=zeros (maxit+1,1);
s=zeros (maxit+1,1);
% Dimension des Krylovraums
kdim = 0;

V(:,1) = r/normr;
% iterate
for j = 1l:maxit
if (normr <= tolb)
% converged
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% berechne
break
else
kdim = kdim+1;
end
wo= AxV(:,j);
%  Modified Gram-Schmidt
for i =1:j
H(i,j) = w*V(:,1);
w=mw - H(1,j)*V(:,1);
end
H(j+1,j) = norm(w);
%  transformiere j-te Spalte der Hessenbergmatrix mit akkumulierten
%  Givensrotationen (H wird mit R ueberschrieben)
for i = 1:j-1
H(i:i+1,3) = [c(i),s(i);-s(1),c(1)] * H(i:i+1,]);
end
beta=norm(H(j:j+1,3));
if(beta “= 0)
V(:,j+)=w/H(G+1,3);

else
% ’happy breakdown’
end
if beta™=0
% Berechne neue Givensrotation

s(j)=H(j+1,j) /beta;
c(j)=H(j,j) /beta;

% Anwendung auf H(j:j+1,j)
H(j,j) = beta;
H(j+1,3)=0;

% Anwendung auf b(j:j+1,j)

Gamma (j+1) = -s(j)*Gamma(j);
Gamma (j) = c(j)*Gamma(j);
end
normr = abs(Gamma(j+1));
end
% Berechne die Basiskoeffizienten, loese H*Alpha = Gamma
Alpha = H(1:kdim,1:kdim)\Gamma (1:kdim) ;
x = x + V(:,1:kdim) * Alpha;
r = b - A*x;
normr = norm(r);
if (normr > tolb)
warning(’Verfahren hat nicht konvergiert’)
end
return
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Programm Bicg.m: BiCG-Algorithmus

function x = Bicg(A,b,tol,maxit,x0)

YA

CHECK THE INPUT ARGUMENTS
Argumente

CHECK FOR TRIVIAL SOLUTION
Trivial

MAIN ALGORITHM

tolb = tol * normb;
r=>b- A % x;
p=r;
rstar = r;
pstar = r;
w = r’*rstar;
iterate
for i = 1:maxit
normr = norm(r);
if (normr <= tolb)
converged
break
end
v = Ax*p;
vp = (v’*pstar);
if (vp ==0)
error (’Bicg break-down.’);
end
if (w ==0)
error (’Bicg Loesung stagniert.’);
end
alpha = w/vp;
x = x + alpha * p;
r = r - alpha * v;
rstar = rstar - alpha * A’ * pstar;
wl = r’*rstar;
beta = wl/w;
p =1 + beta * p;
pstar = rstar + beta * pstar;
w = wl;
end
normr = norm(b-A*x);
if (normr > tolb)

A Implementierungen in MATLAB

warning (’Verfahren hat nicht konvergiert’)

end
return



Programm Cgs.m: CGS-Algorithmus

function x = Cgs(A,b,tol,maxit,x0)

CHECK THE INPUT ARGUMENTS
Argumente

CHECK FOR TRIVIAL SOLUTION
Trivial

MAIN ALGORITHM

tolb = tol * normb;
r0 = b - A x x;

u=r;

iterate

for i = 1l:maxit
normr = norm(r);
if (normr <= tolb)

konvergiert
break
end
v = Axp;
vr0 = v’*r0;
if (vr0 ==0)
error (’Cgs break-down.’);
end
if (rr0 ==0)

error(’Cgs Loesung stagniert.’);
end
alpha = rr0/vr0;
q = u - alpha * v;
t=u+q;
X = X + alpha * t;
r = r - alpha * A * t;
rir0 = r’*r0;
beta = rir0/rro0;
u =71 + beta * q;
p=u+ beta * ( g + beta * p );
rr0 = ri1xr0;
end
normr = norm(b-A*x) ;
if ( normr > tolb)

warning(’Verfahren hat nicht konvergiert’)

end
return
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Programm Bicgstab.m: BiCGSTAB-Algorithmus

function x = Bicgstab(A,b,tol,maxit,x0)

% CHECK THE INPUT ARGUMENTS
Argumente

% CHECK FOR TRIVIAL SOLUTION
Trivial

% MAIN ALGORITHM

tolb = tol * normb;
r0O =b - A *x x;
r = r0;
rr0 = r’*x0;
p=r;
% iterate
for i = 1:maxit
normr = norm(r);
if (normr <= tolb)
% converged
break
end
v = Ax*p;
vr0 = v’*r0;
if (vr0 ==0)
error (’Bicgstab break-down.’);
end
if (rr0 ==0)
error (’Bicgstab Loesung stagniert.’);
end
alpha = rr0/vr0;
s = r - alpha * v;
t = A % s;
ts = s’*t;
tt = t7*t;
if ((tt ==0) | | (ts==0))
error (’Bicgstab break-down.’);
end
omega = ts/tt;
X = x + alpha * p + omega * s;
r = s - omega * t;
rir0 = r’*r0;
beta = (alpha*rir0)/(omega*rr0) ;
p =1 + beta * (p - omega * v);
rr0 = ri1r0;
end



Programm Tfqmr.m: TFQMR-Algorithmus

function x

h
h

A

b
A

norm

warning(’Verfahren hat nicht konvergiert’)

end
retu

r = norm(b-A*x);
if (normr > tolb)

rn

Tfqmr (A,b,tol,maxit,x0)

CHECK THE INPUT ARGUMENTS
Argumente

CHECK FOR TRIVIAL SOLUTION

Triv

ial

MAIN ALGORITHM

tolb
r0 =
yi =
w
tau

= tol * normb;
b - A % x;

r0;

= r0;

= norm(xr0) ;

if (tau > tolb)
= A x yi;

v
d

et
th
rh

fo

a = 0;
eta =

0;

zeros(n,1);

ol = tau~2;

rj-=

error (’Tfqmr break-down.’);

end

1:maxit
rho2 = v’*r0;
if (rho2 ==0)

if (rhol ==0)

error (’Tfqmr Loesung stagniert.’);

end
alpha

rhol/rho2;

y2 = y1 - alpha * v;
for m=2%j-1:2%j

W =

C:
eta

w - alpha * A x y1;

d = yl + theta"2*eta/alpha * d;
theta
1/sqrt (1+theta”2);

= norm(w) /tau;

c”2*alpha;
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X = x + eta *x d;
tau = tau * theta * c;
if (sqrt(m+1l)*tau <= tolb)
konvergiert
break
end
yl = y2;
end
rho2 w’*xr0;
beta = rho2/rhoil;
yl= w + beta * y2;
v = Axyl + beta *(Axy2+beta*v);
rhol = rho2;
end
end
normr = norm(b-A*x) ;
if (normr > tolb)

A Implementierungen in MATLAB

warning (’Verfahren hat nicht konvergiert’)

end
return

Programm Qmrcgstab.m: QMRCGSTAB-Algorithmus

function x = Qmrcgstab(A,b,tol,maxit,x0)

A
A

YA

h
h

CHECK THE INPUT ARGUMENTS
Argumente

CHECK FOR TRIVIAL SOLUTION
Trivial

MAIN ALGORITHM

tolb = tol * normb;
r0O =b - A *x x;

p = r0;

tau = norm(r0);
v = A * p;

r = r0;

if(tau > tolb)

d = zeros(n,1);

eta = 0;

theta = 0;

rhol = tau™2;

for j = 1l:maxit
rho2 = v’*r0;
if (rho2 ==0)

error (’Qmrcgstab break-down.’) ;
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end
if (rhol ==0)

error (’Qmrcgstab Loesung stagniert.’);
end

alpha = rhol/rho2;
s = r - alpha * v ;
Erster Quasi-Minimierungsschritt
theta2 = norm(s)/tau;
c = 1/sqrt(1+(theta2)"2);
tau2 = tau * theta2 * c;
eta2 = ¢”2 * alpha;
d2 = p + ((theta"2)*eta/alpha) * d;
X2 = x + eta2 *x d2;
Berechne t, omega, und das update des Residuums
t = A % s;
uu s’*xt;
vv = t7*t;
if ( v==0)

error (’Matrix ist singulaer.’);
end
omega = uu/vv;
if ( omega==0 )

error (’Qmrcgstab Loesung stagniert.’);
end
r = s - omega * t;
Zweiter Quasi-Minimierungsschritt
theta = norm(r)/tau2;
¢ = 1/sqrt(1+theta”2);
tau = tau2 * theta * c;
eta = c”2 * omega;
d = s + (((theta2)"2)*eta2/omega) * d2;
X = X2 + eta * d;
if (sqrt(2%j+1)*abs(tau) <= tolb)

konvergiert
break
end
rho2 = r’*r0;
if (rho2 ==0)
error (’Qmrcgstab Loesung stagniert.’);
end

beta = (alpha*rho2)/(omega*rhol);
p =r + beta * (p - omega * v);

v = A * p;
rhol = rho2;
end
end

normr = norm(b-A*x) ;

if (normr > tolb)
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warning (’Verfahren hat nicht konvergiert’)
end
return

Programm Argumente.m: Uberpriifung der Eingangsparameter

if (nargin < 2)
error (’Funktion braucht mehr Parameter.’);

else
[m,n] = size(A);
if (m "= n)
error (’Matrix ist nicht quadratisch.’);
end

if ~isequal(size(b), [m,1])
error (’Rechte Seite hat nicht die richtige Dimension.’);

end

end

if (nargin < 3) | isempty(tol)
tol = 1.0e-6;

end

if (nargin < 4) | isempty(maxit)
maxit = min(n,30);

end

if (nargin < 5) | isempty(x0)
x = zeros(n,1);

else
if “isequal(size(x0), [n,1])

error (’Startvector x0 hat nicht die richtige Dimension.’);

end
x = x0;

end

Programm Trivial.m: Uberpriifung auf triviale Losung

normb = norm(b);
if (normb == 0)
x = zeros(n,1);
return
end
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Cholesky-Zerlegung, 46
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— unvollstandige, 211, 216
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DIOM, 140
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— a priori, 30, 67
Fixpunkt, 30, 63
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Index

— Cauchy-, 8
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FOM, 138, 143
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— unvollstindige, 223
Frobeniusnorm, 19

Galerkin-Bedingung, 112
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Gauflsches Eliminationsverfahren
— Algorithmus, 37, 42
GauB3-Seidel-Verfahren, 74

— symmetrisches, 93, 216
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gerichteter Weg, 71
Gesamtschrittverfahren, 69, 80
Givens-Verfahren, 55

— Algorithmus, 58

Gléatter, 108

GMRES-Verfahren, 116, 149, 180, 200
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Hauptabschnittsdeterminante, 38
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LAPACK, viii Norm, 7
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— unvollstéandige, 159, 209, 221 — Maximum-, 8

— Operator-, 14
MATLAB, viii — Spaltensummen-, 19
Matrix — Spektral—, 22
— dhnliche, 17 — Vektor-, 7
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— Frobenius-, 37 Operator
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— Tridiagonal-, 83 — IQR-~, 213, 223
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Methode der konjugierten Richtungen, 124, 127  Produktiteration, 107
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— Algorithmus, 119 — schiefe, 112
MINRES, 163 Prolongation, 102
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— reguléires, 214 QMR-Verfahren, 116
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— GauB-Seidel-, 80, 84
— Jacobi-, 78
Residuum, 118
Restriktion, 102
Richardson-Verfahren, 89

singuldre Werte, 27, 28
Skalarprodukt, 8

Skalierung, 201

— Spalten-, 202

— Zeilen-, 202
SOR-Verfahren, 87
Spaltensummennorm, 19
Spektralnorm, 22
Spektralradius, 20, 67, 68
Spektrum, 20
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